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Rozwiazanie ogdlnego ukladu Lie-Scheffersa na grupie s((2)
oraz rownania Riccatiego

Niech M bedzie skonczeniewymiarowa rozmaitoscia rézniczkowa. Niech
X, Xp, X € T'(M) beda gladkimi polami wektorowymi na M generujacymi al-
gebre Lie typu a; ~ s[(2) w ten sposob, ze

[XaaXb] = 2XCL7 [XCHXC] = _Xb7 [Xb7Xc] = 2X67 (1)
gdzie [-, -] jest nawiasem Lie pél wektorowych. Rozwazmy réwnanie
E(t) = uq(t) Xa + up(t) Xp + ue(t) Xe, z(0) = g, (2)

dla ustalonego mierzalnego sterowania u = (uq, up, u.) : [0,7] — U C R3, gdzie U
jest pewnym dopuszczalnym zbiorem sterowan. Chcemy podaé (lokalne) rozwiaza-
nie tego uktadu w mozliwie prostej postaci.

Wprowadzmy kilka definicji. Niech A = {a, b, ¢} bedzie zbiorem ,liter”. Niech
A’ bedzie zbiorem n-literowych stéw, tj.

A ={aijaz---an | ai,...,a, € A},

oraz A" = U, enugoy An- W szczegdlnosci Af = {1} sklada si¢ z jednego stowa —
pustego.

Rozwazmy R-algebre R{(A)) szeregdéw od nieprzemiennych zmiennych A. Przez
w: R{A) ® R(A)) — R({A) oznaczamy tasowanie zdefiniowane rekursywnie dla
stow tak, ze lww = wwl = w dla kazdego w € A* oraz (wiar)w(waaz) =
(w1 w(wgasg))a; + ((wray) wws)as dla kazdego a,az € A i wy,wy € A*. Niech
exp,, : R(A)o — R{A)) bedzie dane przez

oo Pmk
eXpLu(P) = 1+Z?7
k=1

gdzie indeks ,0” w R{{A))o oznacza, ze rozwazamy jedynie P o zerowym wyrazie
statym.

Dla ustalonych mierzalnych sterowan ug, up, ue : [0,¢] — R definiujemy Y :
R{A) — R,

t tn to
A*>w = ai:---Qp — Tt(w) = / uan(tn)/ / Ual(tl)dtl coodt,_qdt,,.
0 0 0

Mozna sprawdzi¢, ze T!(vww) = Y (v)Y!(w) — jest to algebraiczny zapis catko-
wania przez czesci.

Wreszcie przez exp (tX) : M — M oznaczamy potok pola X € I'(M) po czasie
t>0.
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Twierdzenie 1. Niech X, Xy, X, € I'(M) spelniajq (1). Wowczas (lokalnie)
rozwigzanie x : [0,T] — M réwnania (2) mozna przedstawié¢ jako
z(t) = exp (2.(t) X.) exp (Ep(t) Xp) exp (Eq(t) Xo) (x0),
gdzie 24,25, 2 : [0,T] — R sq réwne Z4(t) := T(S?) (d = a,b,c), oraz S €
R{A)) sq dane przez
S = a exp,(254,), S =S, S°=exp,(25,,)c,
gdzie Sy, € R{(A)) jest jednoznacznym rozwigzaniem algebraicznego réwnania

Sa, = b—a exp,(25,,)c.

Twierdzenie 2. Dla ustalonych mierzalnych g, up, ue : [0,T] — R, funkcja
y:[0,7T] — R,

Yo - €27 (Sar)

1+ Yo - f(f Uc(tl) : €2Tt1 (Sa1) dtq ’
jest (lokalnie) rozwigzaniem réwnania Riccatiego
G(t) = ua(t) +2up(t) - y(t) —uc(t) - y*(1),  y(0) = yo.

y(t) = T'(a expy,(25a,)) +



