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Rozwiązanie ogólnego układu Lie-Scheffersa na grupie sl(2)
oraz równania Riccatiego

Niech M będzie skończeniewymiarową rozmaitością różniczkową. Niech
Xa, Xb, Xc ∈ Γ(M) będą gładkimi polami wektorowymi na M generującymi al-
gebrę Lie typu a1 ' sl(2) w ten sposób, że

[Xa, Xb] = 2Xa, [Xa, Xc] = −Xb, [Xb, Xc] = 2Xc, (1)

gdzie [·, ·] jest nawiasem Lie pól wektorowych. Rozważmy równanie

ẋ(t) = ua(t)Xa + ub(t)Xb + uc(t)Xc, x(0) = x0, (2)

dla ustalonego mierzalnego sterowania u = (ua, ub, uc) : [0, T ] → U ⊂ R
3, gdzie U

jest pewnym dopuszczalnym zbiorem sterowań. Chcemy podać (lokalne) rozwiąza-
nie tego układu w możliwie prostej postaci.

Wprowadźmy kilka definicji. Niech A = {a, b, c} będzie zbiorem „liter”. Niech
A∗

n będzie zbiorem n-literowych słów, tj.

A∗
n = {a1a2 · · · an | a1, . . . , an ∈ A} ,

oraz A∗ =
⋃

n∈N∪{0} A∗
n. W szczególności A∗

0 = {1} składa się z jednego słowa —
pustego.

Rozważmy R-algebrę R〈〈A〉〉 szeregów od nieprzemiennych zmiennych A. Przez
x : R〈〈A〉〉 ⊗ R〈〈A〉〉 → R〈〈A〉〉 oznaczamy tasowanie zdefiniowane rekursywnie dla
słów tak, że 1 x w = w x 1 = w dla każdego w ∈ A∗ oraz (w1a1) x(w2a2) =
(w1 x(w2a2))a1 + ((w1a1) x w2)a2 dla każdego a1, a2 ∈ A i w1, w2 ∈ A∗. Niech
exp

x
: R〈〈A〉〉0 → R〈〈A〉〉 będzie dane przez

exp
x

(P ) = 1 +

∞∑
k=1

P xk

k!
,

gdzie indeks „0” w R〈〈A〉〉0 oznacza, że rozważamy jedynie P o zerowym wyrazie
stałym.

Dla ustalonych mierzalnych sterowań ua, ub, uc : [0, t] → R definiujemy Υt :
R〈〈A〉〉 → R,

A∗ 3 w = a1 · · · an 7→ Υt(w) :=

∫ t

0

uan
(tn)

∫ tn

0

· · ·

∫ t2

0

ua1
(t1) dt1 . . . dtn−1dtn.

Można sprawdzić, że Υt(v x w) = Υt(v)Υt(w) — jest to algebraiczny zapis całko-
wania przez części.

Wreszcie przez exp (tX) : M → M oznaczamy potok pola X ∈ Γ(M) po czasie
t ≥ 0.
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Twierdzenie 1. Niech Xa, Xb, Xc ∈ Γ(M) spełniają (1). Wówczas (lokalnie)
rozwiązanie x : [0, T ] → M równania (2) można przedstawić jako

x(t) = exp (Ξc(t)Xc) exp (Ξb(t)Xb) exp (Ξa(t)Xa) (x0),

gdzie Ξa, Ξb, Ξc : [0, T ] → R są równe Ξd(t) := Υt(Sd) (d = a, b, c), oraz Sd ∈
R〈〈A〉〉 są dane przez

Sa = a exp
x

(2Sa1
), Sb = Sa1

, Sc = exp
x

(2Sa1
) c,

gdzie Sa1
∈ R〈〈A〉〉 jest jednoznacznym rozwiązaniem algebraicznego równania

Sa1
= b − a exp

x
(2Sa1

) c.

Twierdzenie 2. Dla ustalonych mierzalnych ua, ub, uc : [0, T ] → R, funkcja

y : [0, T ] → R,

y(t) = Υt(a exp
x

(2Sa1
)) +

y0 · e2Υt(Sa1
)

1 + y0 ·
∫ t

0
uc(t1) · e2Υt1 (Sa1

) dt1

,

jest (lokalnie) rozwiązaniem równania Riccatiego

ẏ(t) = ua(t) + 2ub(t) · y(t) − uc(t) · y2(t), y(0) = y0.


