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Warunki równoważne dla braku arbitrażu

Jeśli rozważymy standardowy model rynku finansowego z czasem dyskretnym i skoń-
czonym horyzontem czasowym, wtedy na mocy twierdzenia Dalanga-Mortona-Willingera
otrzymujemy warunki równoważne dla braku arbitrażu. Podczas komunikatu omówione
zostaną pewne modyfikacje tych warunków.

Niech (Ω, F , P ) będzie przestrzenią probabilistyczną wyposażoną w filtrację F =
(Ft)

T
t=0 taką, że FT = F . Niech S = (St)

T
t=0 będzie d-wymiarowym procesem adapto-

walnym względem filtracji F. Zdefiniujmy

RT := {ξ : ξ = H · ST , H ∈ P},

gdzie P jest zbiorem wszystkich d-wymiarowych procesów przewidywalnych (tj. Ht jest
Ft−1-mierzalny) oraz

H · ST :=
T∑

t=1

Ht∆St, ∆St := St − St−1.

Bardzo często H nazywamy strategią finansową, natomiast H · S procesem wartości port-
fela. Połóżmy AT := RT − L+, gdzie L+ := {λIA : λ > 0, A ∈ F} oraz niech AT oznacza
domknięcie zbioru AT w topologii generowanej przez zbieżność według prawdopodobień-
stwa.

Podczas komunikatu zostanie przedstawiony dowód następującego twierdzenia.

Twierdzenie. Załóżmy, że AT jest zbiorem wypukłym. Wtedy następujące warunki

są równoważne:

(a) AT ∩ L+ = {0};
(b) AT ∩ L+ = {0} oraz AT = AT ;
(c) AT ∩ L+ = {0};
(d) istnieje miara probabilistyczna P̃ ∼ P taka, że dP̃ /dP ∈ L∞ i S jest P̃ -martyngałem.

Uwaga. Jak zobaczymy w przykładzie, te zmodyfikowane warunki w ogólności nie są
równoważne brakowi arbitrażu. Niezbędne jest założenie wypukłości. Jeśli AT jest zbiorem
wypukłym, wtedy warunki z powyższego twierdzenia są równoważne na mocy warunku
(d) innym warunkom z twierdzenia DMW (patrz [1,2]). W szczególności warunki te są
równoważne następującym:
(e) (RT − L0

+) ∩ L0
+ = {0};

(f) RT ∩ L+
0 = {0};

gdzie L0
+ jest zbiorem nieujemnych d-wymiarowych wektorów losowych (F -mierzalnych).

Zbiór RT − L0
+ można interpretować jako zbiór instrumentów finansowych. Dwa powyższe

warunki są zazwyczaj nazywane warunkami braku arbitrażu (no arbitrage conditions).
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