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Wyktadniki Lapunowa ukltadéw liniowych
Z nieograniczonymi wspotczynnikami

W pracy rozwazamy dyskretny uktad liniowy
z(n+1)=An)x(n), n>0, (1)

gdzie (A(n))n N jest ciagiem macierzy kwadratowych stopnia s. Rozwigzanie row-
nania (1) z warunkiem poczatkowym bedziemy oznacza¢ jako x(n,xq). Jezeli ciag
A(n) jest nieograniczony, to klasyczny wykladnik Lapunowa zdefiniowany jako

Axg) = lim sup 1 In ||z(n, x0)]||, xo # 0,
n—oo N
moze nie by¢ skonczony. Fakt ten powoduje, ze nie mozemy uzywaé klasycznej
teorii wyktadnikéw Lapunowa dla uktadéw z nieograniczonymi wspétczynnikami.
Glownym celem tej pracy jest zaproponowanie uogolnienia pojecia wykladni-
kéw Lapunowa tak, aby mozna byto przy ich pomocy analizowa¢ uktady z nieogra-
niczonymi wspoétczynnikami. Proponowane uogélnienie ma nastepujaca postac:

Niech q(n) bedzie rosngcym ciggiem liczb rzeczywistych dgzgcym do nieskoni-
czonosci. Liczbe

1
= 1i — ] 0
x (20, q) im sup 7 n||z(n,zo)ll, xo # 0,

bedziemy nazywaé uogdlnionym wyktadnikiem Lapunowa wzgledem ciggu q(n).

W pracy pokazano, ze dla kazdego ciagu A(n) istnieje ciag q(n), dla ktore-
go wszystkie uogdlnione wykladniki Lapunowa sa skoniczone, oraz zbior {x(zo,q) :
xo € R} zawiera co najwyzej s elementéw. Najwiekszy element tego zbioru oznacz-
my przez x(q). Okazuje sie, ze nier6wnosé x(q) < 0 implikuje eksponencjalna
stabilno$¢ uktadu (1). Fakt ten umozliwia zastosowanie proponowanego w pracy
uogélnienia wyktadnika Lapunowa do analizy stabilnosci uktadu z nieograniczony-
mi wspotczynnikami. Kolejnym etapem pracy byto zbadanie podstawowych wta-
snosci uogdlnionych wyktadnikéw Lapunowa. Jednym z ciekawszych wynikow tej
czesci pracy jest nastepujace uogolnienie nieréwnosci Lapunowa:

Twierdzenie. Niech V bedzie dowolng bazg przestrzeni R®. Oznaczmy przez
oy sume wszystkich liczb ze zbioru {x(xo,q) : zg € V}. Wowczas

n—1
1
oy > liminf — In | det A(7)|.
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Centralnym wynikiem pracy jest uogodlnienie twierdzenia o przyblizeniu linio-
wym na uktady z nieograniczonymi wspoélczynnikami. Na potrzeby tego twierdzenia
uogélniono pojecie uktadow regularnych.

Wraz z ukladem (1) rozwazmy uklad nieliniowy

y(n+1) = A(n)y(n) + f(n,y(n)), (2)
gdzie f : N x R™ — R?® jest taka, ze
[f(n, 2)|| < Cg(n)|x]™

dla pewnego ciggu (C, (n))n o liczb rzeczywistych dodatnich i m > 1.
Glownym rezultatem pracy jest nastepujace

Twierdzenie. Przypusémy, zZe nastepujgce warunki sqg spetnione:
1) Uklad (1) jest regularny.
2) x(q) < 0, gdzie x(q) jest najwiekszym uwogdlnionym wykladnikiem Lapunowa
uktadu (1).
3) limsup,, ﬁ InCy(n) = 0.
Woéwczas ukiad (2) jest eksponencjalnie stabilny.
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