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Optymalny dobér parametru dla metody Gaussa-Seidela

Referat dotyczy prostych metod iteracyjnych dla ukladu réwnan liniowych
Az = b, gdzie A jest macierzg dodatnio okreslong. Niech ¢ € Riniech A = A1+ As.
Wtedy mozemy zdefiniowaé klase metod iteracyjnych postaci

JIOZO
{xk-i—l = (Al +qI)_1(b_ (A2 - qI)xk)7 k= 071727"'

Klasa ta zawiera jako szczegdlne przypadki: metode Jacobiego, metode minimal-
nych residuéw oraz metode Gaussa-Seidela. W analizie zbieznosci metody gtéwna
role odgrywa macierz Q = (A1 + qI) 71 (As — qI).

Twierdzenie 1. Jedli A jest macierza dodatnio okreslona, wtedy istnieje gq
takie, ze dla ¢ > q¢ spelnione sa nieréwnosci:

p(Q) <1ip@Q) > maX{ ||Tk+1||, |21 = 2] } dla k=1,2,...,
el ek — zp—1]]

gdzie ry = Az, —bi ||z|* = 2Tz
Promien spektralny macierzy ) mozna zminimalizowaé, jesli wybierzemy g
spelniajace nastepujace kryterium optymalnosci:
) xT Ax 5 xT Ax
mn ———— =2 — max —————.
lzli=1 2T A1z + ¢ lzl=1 2T A1z + ¢
Dla metody residualnej, tzn. A; = 0, otrzymujemy gopt = %(Amin(A) + Amax(A4))
_ K(A)-1
oraz p(Q) = m
Tutaj x(A) oznacza liczbe uwarunkowania macierzy A.
Metoda Gaussa-Seidela. Niech m = minj<;<, 4, M = maxi<i<, A,
A1 =min A(4), A\, = max \(A) oraz t = ]\g;:”’ Wtedy

1
Gopt = Z(_m — M+ /(M —m)2 + 4\ \y),

p(Q): 2)\1 \/K(A)+t2+t—1

1 — — .
Mt d+2¢pt  /r(A)+2+t+1
Jesli ponadto A;; =d dlai=1,2,...,n, wtedy gopt = %(\/Al/\n —d) oraz p(Q) =
vV K(A)—1
VE(A)+1

Poniewaz istnieje Scisty zwiazek miedzy metoda Gaussa-Seidela z parametrem

q a parametrem w dla metody SOR, mianowicie % = q + d, wiec dla metody SOR
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Nowy wariant metody Gaussa-Seidela. Niech A = L + D + LT gdzie D
jest symetryczna i nieosobliwg macierza. Niech A = L—i—%D iniech zg11 = c—Quxy,
gdzie ¢ = (Ay + ql)"1b oraz Q = (A1 + qI)~1(AT — qI). W tym przypadku
_ x*Ar —2q

Z kryterium optymalno$ci otrzymujemy qopt = %\/ MAn, p(Q) = 7%.

Uwaga 1. Jedli D bedzie macierza diagonalna, to nawet w przypadku réznych
elementéw na przekatnej mamy zapewniona zbieznos¢ z minimalnym promieniem
zbieznosci. 7 tego wzgledu jest to optymalny wariant metody Gaussa-Seidela.

Uwaga 2. W praktyce na ogél nie znamy najmniejszej i najwigkszej wartosci
wlasnej macierzy A. W takiej sytuacji bezpieczniej jest wybraé¢ ¢ > qopt niz ¢ <
Jopt, @ eksperymenty numeryczne wskazuja, ze dobrym wyborem jest wybor || A||
zamiast \,, oraz m zamiast \i.



