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O niejednoznacznosci rozwigzan réwnania
Hamiltona—Jacobiego—Bellmana

Klasycznym problemem Cauchy’ego dla réwnania Hamiltona—Jacobiego—Bellmana jest
réwnanie rézniczkowe czastkowe pierwszego rzedu z warunkiem koncowym
—Ui+ H(t,x,—Uz) =0 mna 0,T[xR",
U(T,z) =g(x) na R".

Jezeli hamiltonian H(t,x,p) jest wypukly ze wzgledu na p, to istnieje zaleznosé¢ miedzy
rozwigzaniem réwnania HJB a problemami optymalizacji pochodzacymi od funkcji dualnej
do hamiltonianu. Ta funkcja, nazywana lagrangianem i oznaczana przez L, jest transformata
Legendrea—Fenchela hamiltonianu H ze wzgledu na p. Teraz uscislijmy powyzsze zaleznosci.
Problem Bolza parametryzujemy w (¢, ) nastepujaco

HJB

minimize T'(z()) := g(z(T)) +/ L(s,z(s),x(s)) ds, Pt ,w

gdzie I' jest minimalizowana po wszystkich absolutnie cigglych funkcjach z : [¢t,T] — R"
takich, ze z(t) = x. Funkcjg wartosci nazywamy odwzorowanie V : [0,T] x R" — R, ktére
kazdemu punktowi (¢,x) przyporzadkowuje najmniejsza warto$¢ Py .. Jezeli funkcja war-
tosci jest rézniczkowalna, to wiadomo, ze jest klasycznym rozwiazaniem réwnania HJB.
Jednakze w wielu sytuacjach funkcja wartosci nie jest rézniczkowalna. Wtedy rozwigzanie
musi by¢ zdefiniowane w sensie niegtadkim, tak aby funkcja wartosci byta jednoznacznym
rozwigzaniem HJB. W 1980 Crandall i Lions wprowadzili niegtadkie lepko$ciowe rozwiaza-
nia, ktére w kolejnych latach budzity zainteresowanie wielu matematykéw. Wsrdd réznych
kwestii zwigzanych z lepkoSciowymi rozwigzaniami badano zagadnienia istnienia i jedno-
znaczno$ci. Rozwiagzania lepkosciowe sg zawsze funkcjami cigglymi. Zatem w problemach,
w ktérych funkcja wartosci jest pélciaglta (nieciagla), potrzebne bylo inne pojecie rozwia-
zania. Problem ten zostal niezaleznie rozwiazany w pracy Barrona—Jensena [2] oraz pracy
Frankowskiej [3] przez wprowadzenie rozszerzonych rozwigzan lepkosciowych. Frankowska
rozwiazania w [3] nazywa dolnie pélcigglymi rozwigzaniami.

Naszym celem jest przedstawienie przykladu niejednoznacznosci rozwigzan rownania
HJB z zaskakujaco regularnym hamiltonianem. Zaproponowany hamiltonian speinia lokal-
nie warunek Lipschitza ze wzgledu na zespét zmiennych (¢, z, p) w szczegdlnosci ze wzgledu
na zmienng stanu z. Ponadto hamiltonian ten ze wzgledu na p jest wypukly i ma liniowy
wzrost. Majac réwnanie HJB z hamiltonianem spetniajacym powyzsze wtasnosci wskazuje-
my dwa roézne dolnie poélciagte rozwigzania z tym samym warunkiem koncowym. Ponadto
pokazujemy, ze jednym z tych rozwiagzan jest funkcja wartosci. Nasz przyktad niejednoznacz-
nosci pozwala lepiej zrozumie¢ jaka role pelnig warunki typu Lipschitza w jednoznacznosci
rozwiazan réownania HJB.

Bibliografia
[1] M. G. Crandall, P.-L. Lions, Viscosity solutions of Hamilton-Jacobi equations, Trans. Amer.
Math. Soc. 277 (1983), 1-42.
[2] E. N. Barron, R. Jensen, Semicontinuous viscosity solutions for Hamilton-Jacobi equations with
convexr Hamiltonians, Comm. Partial Differential Equations 15 (1990), 1713-1742.
[3] H. Frankowska, Lower semicontinuous solutions of Hamilton—Jacobi—Bellman equations, STAM
J. Control Optim. 31 (1993), 257-272.



