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Arbitraz na rynkach z bid-ask spreads

Niech (2, F,P) bedzie zupelna przestrzenia probabilistyczna wyposazona w fil-
tracje F = (Fy)L,, gdzie Fr = F. Zalézmy, ze na rynku wystepuja dwa proce-
sy S = (S)E, = (Sh,...,8NT, oraz S = (S), = (gi,... Sd)t o, ktore sg
d-wymiarowe, adaptowane do FF i Scisle dodatnie. Ponadto niech §;‘5 < St. W kazdej
chwili ¢ inwestor moze kupi¢ dowolng ilo$¢ i-tych akcji po cenie gi lub sprzedaé po
cenie §f;. Proces S bedziemy nazywaé procesem bid (procesem kupna) odpowied-
nio proces S procesem ask (procesem sprzedazy). Analogicznie pare (S, S) bedziemy
nazywacé procesem bid-ask. Zakladamy, ze na rynku istnieje rachunek bankowy, tj.
proces B = (B;)L_, écisle dodatni i prognozowalny oraz wszystkie transakcje na
rynku sa rozliczane w jednostkach tego procesu. Dla prostoty i bez straty ogélnosci
przyjmijmy, ze B; = 1.

Strategia finansowa na rynku nazywamy d-wymiarowy proces H = (Hy)_, =
(H},...,HH)L | prognozowalny wzgledem filtracji F. Oznaczmy zbiér wszystkich ta-
kich strategii przez Pr. Zysk lub strate inwestora dla strategii H (startujacej z 0
jednostek akcji i pieniedzy w portfelu) bedzie modelowaé proces wartosci & = ()7,
postaci

t

Tt — Zl?t Z AH + S] 1+Z AH Sj_1+(Ht)+'§t_(Ht)_ 'gt, (1)
: j 1

gdzie - oznacza iloczyn skalarny w RY, AH} = H; : — H; ¢ | oraz w szczegdlnodei

AH} = H:.

Niech Ry := {zp(H) | H € Pr} oraz Ap := Ry — LS)F bedzie zbiorem wszyst-
kich instrumentéw finansowych superreplikowalnych dla kapitalu poczatkowego 0.
Niech Ar oznacza domkniecie zbioru Ap w topologii generowanej przez zbieznosc
wedtug prawdopodobienstwa. Méwimy, ze na rynku mamy brak arbitrazu wtedy i
tylko wtedy, gdy Rr N LY = {0} (lub réwnowaznie A7 N LY = {0}). Dla dowolnych
0 < j <t <T zdefiniujemy nastepujace zbiory:

R;:t = {H - (8, —S;) | H € LYL.(R, 7))}, (2)
o= {H - (Se—8;) |- H e LY (R, 7))} (3)
Ponadtodla 1 <t <t —|— k: T wprowadzmy:

Fi 14k = Rf_l’tﬂg + Ryt Fr 1w = Fiq 140k — Lgr(fwrk)- (4)
Definicja. Méwimy, ze miara probabilistyczna Q jest rownowazng miarg martyn-

gatowg (EBAMM) dla procesu bid-ask (S, S) jesli Q ~ P, wszystkie S; sa catkowalne
oraz nastepujace nieréwnosci sa prawdziwe:

Si_) < Bo(S)|Fic1) oraz Eg(Si|Fii1) <Si_,, P-paw. (5)
dla dowolnegot =1,...,T oraz i =1,...,d.
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Wprowadzona nazwa, cho¢ moze by¢ dla niektérych mylaca, dobrze odzwierciedla
istote miary Q. Jedliby$my bowiem mogli rozwazyé proces (S, S) jako caloéé, wtedy
bedzie si¢ on zachowywal tak jak Q-martyngatl z dokladnoscia do spreadu. Inaczej
mozna patrze¢ na ten warunek jak na pewna prébe ostabienia warunku istnienia
tzw. consistent price system. Zauwazmy, ze w przypadku, gdy S = S nasz model
sprowadza sie do standardowego rynku bez kosztéw transakcji, a miara (EBAMM)
jest wtedy po prostu rownowazng miara martyngatowa.

Glownym wynikiem, ktory bede chcial przedstawié¢ jest

Twierdzenie. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(a) Ar N LY = {0};
(b) Fie1,i4% N LY (Fegr) = {0} dla dowolnych 1 <t <t+k <T;
(¢) Fio1 4k N LY (Fiqr) = {0} oraz Fy_y ¢4 = Fi_141x dla dowolnych 1 < t <
t+k<T;
(d) Fio1,44% N LY (Fiqr) = {0} dla dowolnych 1 <t <t+k < T;
(e) istnieje réwnowazna miara martyngatowa Q dla procesu bid-ask (S,S) oraz do-
datkowo % e L>;
(f) istniejg supCPS (S,Q) i subCPS (S,Q) oraz dodatkowo % e L.
Podczas referatu omoéwione zostang tez zwigzku pomiedzy uzyskanym rezultatem

a tym, co juz jest w literaturze. Przedstawie tez, jak powyzsza teoria dziata w modelu
CRR z bid-ask spreads.
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