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Rozwiniecia Magnusa
w rownaniach rézniczkowych i sterowanie

W roku 1954 Wilhelm Magnus wprowadzil nowa metode rozwigzywania nieautono-
micznych uktadéow réwnan rézniczkowych zwyczajnych

T=A(t)z, z(t)eR™

Metoda ta uzywa komutatora macierzy [A, B] = AB — BA jako podstawowego narzedzia
i pozwala na geometryczna analize rozwiazan oraz na opracowanie przyblizonych metod
rozwiazan zachowujacych podstawowe cechy geometryczne rozwigzan Scistych. W skrocie,
rozwiazanie przedstawia sie w postaci x(t) = exp(2(t))xo, gdzie macierz €(t) jest szeregiem
Magnusa

/otA<S) ds + % /Ot /051[’4(81)’14(52)] dsodsy + ... .

Skladnik z podwojna catka i komutatorem macierzy [A(s1), A(s2)] oraz sktadniki wyzszych
rzedéw z wielokrotnymi komutatorami pozwalaja na analize wtasnosci rozwiazan réwnan,
czesto bez ich rozwiazywania.

W wyktadzie nakreslimy, jak funkcje exp oraz log nieprzemiennych zmiennych sg
uzyteczne w analizie rownan rozniczkowych. Przedstawimy niektére zastosowania rozwinieé
Magnusa oraz ich uogolnien do uktadow nieliniowych. W szczegdlnosci, uktady tego typu
powstaja dla tzw. biliniowych uktadéw sterowania

= <A + iuj(t)Bj) v, x(t) e R",

gdzie uy(t),...,un(t) sa skladowymi sterowania. Typowe przyklady takich ukladéw ste-
rowania pojawiaja sie w mechanice kwantowej i sa opisywane rownaniem Schrodingera

dx i "
i = <H0 +;uj(t)Hj) x, xz(t)eC",

gdzie przestrzen rzeczywistg R™ zamienia sie na przestrzen zespolong C™ lub na nieskon-
czeniewymiarowa przestrzen Hilberta, a operatory (macierze) samosprzezone Hy, ..., H,,,
zwane Hamiltonianami, opisuja uktad fizyczny. Przedstawimy w skrocie, jak w technice ja-
drowego rezonansu magnetycznego (uzywanego w chemii oraz medycynie) wykorzystuje sie
rozwiniecia Magnusa, by zaprojektowaé¢ odpowiednie sterowanie spinow jader atomowych.
Wspomnimy o metodach numerycznych dajacych rozwigzania przyblizone majace cechy
rozwigzan Scistych jak np. zachowywanie energii, pozostawanie rozwiazan w okreslonej
grupie Liego (np. grupie obrotéw czy symplektycznosé rozwiazan).

W koncowej czesci referatu pokazemy, jak powyzszy formalizm uogoélni¢ do uktadow
nieliniowych, zastepujac komutator macierzy komutatorem pé6l wektorowych (nawiasem
Liego). Na przykladzie samochodu z przyczepkami pokazemy, jak tutaj dziala nawias Liego.



