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Wtasnosci funkcji wartosci
dla stochastycznego sterowania optymalnego
w przypadku problemu Mayera

Niech dana bedzie przestrzen probabilistyczna z filtracja (2, F, {F¢}i>t, }» P),
na ktorej jest zdefiniowany standardowy proces Wienera W (t). Rozwazamy naste-
pujacy stochastyczny uktad ze sterowaniem

{ dy(t) = f(t,y(t), at)) dt + o(t,y(t),a(t) dW(t), t € [to, o0, (1)
y(to) = xo, (to, o) € [0, 00] x R ustalone,

gdzie y(t) € R? jest wektorem stanu, natomiast a(t) = a(t,w) jest sterowaniem
w chwili ¢ zaleznym od parametru losowego w € 2. Zaktadamy, ze dany jest pewien
domkniety zbiér M € R? oraz funkcja g(t1, y(t1)) na brzegu tego zbioru g : [tg, 00| x
oM — R.

Jako zbiér sterowan dopuszczalnych przyjmiemy tylko takie sterowania «(t),
ktére w skonczonym p.n. czasie przeprowadzaja wektor stanu y(t) do zbioru M,
tzn. y(t1) € M, gdzie t1 = t1(to, o, (), w)

t1 ;= inf{t >ty : y(t,to, zo,x) € M}.
Zbiér sterowan a(t) oznaczmy jako
Ay 2o ={a:[s,00) x 1 — A | a mierzalne,
{Fi}t>o0-adaptowane i t1 (¢o, zg, a(-),w) < 0o p.n.}. (2)
Zalozmy, ze sa spelnione zatozenia gwarantujace istnienie rozwiazania

y(t) = y(t; to, wo, a(t))
problemu (1). Zdefiniujmy funkcje wartosci
v(to, o) == inf  Eg(t1,y(t1;t0, xo, @), (3)
aGAtOxO
przyjmujac konwencje v(tg, o) = oo, gdy Az, = 0.
Rozwazane zagadnienie jest nazywane problemem Mayera dla sterowania opty-
malnego. Trajektorie y*, dla ktorej zachodzi inf, Eg(t1,y(t1)) = Eg(t1,y*(t1)),
nazywamy trajektoriqg optymalng.

Wlasnos$é 1.

(i) v(t,y(t)) jest podmartyngatem, tzn. v(7y,y(11)) < Elv(72,y(m2))|Fr] p-n. dla
to<T <72 <t

(ii) y*-trajektoria optymalna = v(t,y*(t))-martyngal.



Wtasno$é 2. Zalozenie: W (s, ) funkcja okreslona na R spetniajgca
(i) W(s,&) = g(s,€) dla dowolnego & € OM
(ii) Dla kazdego rozwigzania y(t) = y(t,to,xo,a(t)), pole losowe W (t,y(t)) jest
podmartyngatem,
(iii) Dla pewnej trajektorii §(t,), W(t,y(t)) jest martyngatem.
Wtedy vy jest trajektoriq optymalng, tzn. y = y*.

Oznaczmy a := oo’.

Wtasnos$é 3. Zalozenie: Funkcja (3) v(s,y) jest klasy C'2 w pewnym otocze-
nivu punktu (s,y), punktu wewnetrznego zbioru Qo = {(s,y) : Asy # 0}.
Wowczas dla dowolnego o € A

ov ov 1 9
i it z . >
P (s,9) + ay(s,y)f(s,y,a) + ztr[Dyv(s,y) a(s,y,a)] > 0.

Jezeli o jest sterowaniem optymalnym w Ay, to

ov

Srs.0) + it { 5 (s, pnal0) + 0 DE(s.0) a0} = 0. @)

Wtasno$é 4. Zalozenie: w(s,y) rozwigzanie klasy C'? réwnania (4) z warun-
kiem brzegowym w(s,y) = g(s,y) dlay € OM.
Wowczas w(s,y(s)) jest podmartyngalem. Jezeli ponadto & jest sterowaniem
w [to,t1], a g(s) = §(s,a(s)) odpowiadajecq mu trajektorig, takim, Ze
v ov

%(&y) + a_g(sag)f<sagvd> + %tr[Dzv(s,gj) ) a(sagad)] = 0.

Wowczas & jest sterowaniem optymalnym i w(s,y) = v(s,y) orazy = y* trajektorig
optymalnaq.



