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Inkluzje rézniczkowe

Inkluzje rézniczkowe postaci ©(t) € F(t,z(t)) mozna traktowaé jako uogdl-
nienie rownan roézniczkowych zwyczajnych — po prawej stronie, zamiast jednego
wektora, ktory ma by¢ styczny do rozwiazania, mamy caly zbior.

Pierwsi takimi zagadnieniami zajmowali sie S. K. Zaremba [20], [21] i A. Mar-
chaud [14] w latach trzydziestych XX wieku, cho¢ troche inaczej je formutowali niz
robi si¢ to dzisiaj — kazdy na swdj sposob.

Kilka prac na ten temat napisal w latach pieédziesiatych XX wieku A. Bie-
lecki [4], ale prawdziwy impuls rozwoju dal teorii T. Wazewski [19] stwierdzajac
zwiazek z ukladami sterowania &(t) = f(¢,z(t),u(t)) , u(t) € U. Wykazal, ze roz-
wiazania takiego ukladu pokrywaja si¢ z rozwiazaniami inkluzji @(t) € F(t,z(t)) =
{f(t,x(t),u) : uw € U}. Wazewski pogodzil podejécia Zaremby i Marchaud oraz
ustalit pojecie rozwigzania uzywane do dzis.

Problem istnienia rozwiazania zagadnienia poczatkowego

#(t) € F(t,z(t)), z(to) =z, t € [to, T] (1)

pobudzil do rozwoju teorie multifunkcji. W zaleznosci od tego, czy zbiory F(t, )
sg wypuktle, czy nie, rézne rodzaje potciagtosci wzgledem zmiennej x okazaly sie
odpowiednimi warunkami do wykazania istnienia rozwiazania [15], [1]. Jesli chodzi
o zalezno$¢ od czasu t, to odpowiednia okazata sie wlasno$¢ mierzalnosci.

Mierzalno$é multifunkeji ®(t) jako gléwna konsekwencje ma istnienie selekcji
mierzalnych ¢(t) € ®(t). Pierwszy dowdd istnienia selekcji mierzalnej podali K. Ku-
ratowski i C. Ryll-Nardzewski [12]. Dalszy krok zrobil C. Castaing [6] dowodzac
istnienia przeliczalnego zbioru selekcji gesto wypetniajacych warto$ci multifunkcji,
a jednym z najmocniejszych twierdzen o selekcjach mierzalnych jest tak zwane tw.
von Neumana, w ktérym nie jest wymagana domknieto$é¢é wartosci multifunkc;ji,
a jedynie mierzalnos¢ jej wykresu (dowéd mozna znalezé w [7]).

Najwazniejsza wlasnoscia catki Aumanna multifunkeji (czyli zbioru catek
wszystkich selekcji catkowalnych [3]) jest jej wypuklosé i zwartosé, do czego wystar-
cza zwartos¢ wartosci catkowanej multifunkcji — nie musza by¢ one wypukte. Jest
to zwiazane z twierdzeniem Lapunowa o wypuktosci zbioru wartosci nieatomowe;j
miary wektorowej.

Dla multifunkcji mierzalnych prawdziwy jest odpowiednik Tw. fuzina o cia-
gto$ci — po usunieciu z dziedziny dowolnie matych w sensie miary zbioréw. Dalej
mozna to rozszerzy¢ na przypadek multifunkcji dwéch zmiennych, mierzalnych
wzgledem jednej, a ciaglych (lub pélciagltych) wzgledem drugiej. Dostaje sie w ten
spos6b odpowiednik Tw. Scorza-Dragoni [17], co z kolei pozwala na badanie zbioru
tych t € [tg,T], dla ktérych rozwiazanie spelnia inkluzje niezaleznie od warunku
poczatkowego [11]. Wyniki réznig sie troche od tych, ktére znane sg dla réwnan



rézniczkowych zwyczajnych.

Oproécz istnienia rozwiazan wazne i intensywnie badane byly wtasnosci zbioru
wszystkich rozwiagzan (1), takie jak domknietosé, spojnosé, zaleznosé od warunkéw
poczatkowych, od parametréw. Szczegolna role w tym zbiorze pelnig tak zwane
rozwiazania brzegowe, to znaczy spelniajace warunek z(t) € 0A(t,to, o), czyli
wartosci naleza do brzegu zbioru wszystkich mozliwych punktéw, jakie moga by¢
osiagniete w czasie t przez rozwiazania (1). Takie sa z reguly rozwiazania opty-
malne w problemach sterowania. Dalej wiaze sie to z polozeniem pochodnej i(t)
w zbiorze F(t,z(t)), ktora tez na ogdt znajduje sie na brzegu tego zbioru, a jesz-
cze doktadniej o zachowaniu sie pochodnej rozwigzania brzegowego mowi wariant
Zasady Maksimum Pontriagina dla inkluzji r6zniczkowych [2].

Przy zalozeniu warunku Lipschitza wzgledem x multifunkcji z (1) okazuje sie,
ze zbior rozwigzan jest gesty w zbiorze rozwigzan inkluzji

& € cleco F(t,x), z(ty) = xo (2)

gdzie clco oznacza domkniete uwypuklenie zbioru. To tak zwane Twierdzenie Re-
laksacyjne Wazewskiego-Filippova opisuje czesta i wazng sytuacje, gdy zagadnienie
sterowania nie ma rozwiazania optymalnego, ale mozna je znalez¢ w zakresie roz-
wigzan uogdlnionych (podobnie jak strategie mieszane w teorii gier).

Poréwnujac bardzo proste inkluzje

re{-1,+1} , & e€[-1,+1]

Cellina [8] wykazal zaskakujaca wlasnosé, ze zbiér rozwiazan pierwszej nie tylko
jest gesty w zbiorze rozwiazan drugiej, ale jest tez II kategorii Baire’a. Dalo to
poczatek calemu nurtowi badan [16].

Techniki majace poczatek w dowodach istnienie rozwigzan w przypadku nie-
wypuklej prawej strony (1) doprowadzily do udowodnienia twierdzenia méwiacego,
ze zbiér pochodnych rozwigzan jest retraktem przestrzeni L' [5], choé nie jest to
zbior wypuktly, ani nawet rozktadalny, ktéra to wlasnosé pozwala czesto zastapic
wypukto$é. Rozktadalnosé zbioru funkcji oznacza, ze mozna na mierzalnej czesci
dziedziny wzig¢ jedng z nich, na reszcie inng i tak powstala funkcja nalezy réwniez
do zbioru. Rodziny selekcji mierzalnych multifunkcji spetniaja ten warunek.

Jednym z najwazniejszych twierdzen w dziedzinie inkluzji rézniczkowych, o ile
nie najwazniejszym, okazato sie twierdzenie Filippova:

Twierdzenie. Zalézmy, ze multifunkcja F(t,z) o wartosciach domknietych
w R™ jest mierzalna wzgledem t oraz dg (F(t,x), F(t,y)) < k(t)||z — y|| gdzie dy
oznacza metryke Hausdorffa, a k() jest funkcjo catkowalng. Jesli y(-) jest funkcjq
absolutnie cigglq i ||y(to) —xo|| < a, dist(y(t), F(t,y(t)) < p(t), przy czym funkcja
p(+) jest calkowalna, to na pewnym przedziale [to,T] istnieje rozwigzanie (1), dla
ktorego

t t e
l(t) —y(@)|| < et % /t el KM s) ds = (1)



1£(t) =g < k(2) - £() + p(t)

Przyktadami jego zastosowan sa twierdzenia o cigglej zaleznosci zbioru rozwia-
zan od warunkéw poczatkowych i parametréw, twierdzenia dotyczace powierzchni
péiprzepuszczalnych, co z kolei taczy sie z rozwiazaniami w sensie ,,viscosity” réw-
nan czastkowych pierwszego rzedu [10].

Klasyczne juz teraz inkluzje rézniczkowe postaci (1) byty uogélniane w réznych
kierunkach. Jeden z nich [18] obejmuje inkluzje, ktérych prawa strona zawiera miare
o wariacji skonczonej, symbolicznie zapisywana jako

dx(t) € Fi(t,z(t)) dt + Fy(t, z(t)) du

Obejmuja one szczegdlny przypadek pojawiania sie impulsow (w postaci miar ato-
mowych) [13], ale tez uklady, gdzie p jest miara singularna, nieatomowa, a wiec
wpltyw drugiego sktadnika prawej strony zaznacza si¢ na zbiorach miary zero Le-
besgue’a, choé¢ nie ma impulséw skupionych w pojedynczych punktach.

To niewielka cze$¢ dorobku zwiazanego z inkluzjami rézniczkowymi. Nie zo-
staly wspomniane zagadnienia droznosci i niezmienniczo$ci, inkluzje stochastyczne,
zagadnienia brzegowe, problemy zbieznosci stabej i mocnej pochodnych ciggéw roz-
wigzan, inkluzje rézniczkowe w przestrzeniach Banacha i sporo innych. Tematyce
inkluzji rézniczkowych i multifunkcji po$wiecone sg m.in. takie monografie:
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