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Recenzja rozprawy doktorskiej mgr. Bartlomieja Zawalskiego

Rozprawa doktorska p. Zawalskiego jest podzielona na trzy dos¢ niezalezne od siebie cze-
Sci. Pierwsze dwie sa wyraznie inspirowane pieknym twierdzeniem Auerbacha, Mazura, Ulama
charakteryzujacym elipsoide obrotowa poprzez jej przekroje. Trzecia ma nieco odmienny cha-
rakter i klasyfikuje gtadkie bryly, ktére posiadaja pewna algebraiczng wlasnoéé¢ funkcji miar
przekrojow wzdtuz wszystkich podprzestrzeni okreslonego wymiaru.

Czeéé pierwsza

Motywacja tej czeéci pracy jest hipoteza Banacha, w ktorej stawiane jest pytanie czy izo-
metryczno$é wszystkich k-wymiarowych cie¢ przestrzeni skoriczonego wymiaru B™ (1 < k <
dim B™ = n) implikuje strukture przestrzeni Hilberta na B™. Warto wspomnie¢, ze pozytywna
odpowiedZ na hipoteze Banacha w przypadku n = 3 daje wspomniane wczesniej twierdzenie
Auerbacha, Mazura, Ulama. Bezposrednia motywacja stawianego problemu jest pytanie, ktore
pojawia sie w pracach poswieconych czastkowym wynikom dotyczacym hipotezy Banacha (w
wyzszych wymiarach). Pytanie formuluje nastepujacy problem: czy obrotowa symetria cie¢
bryly za pomocg hiperpowierzchni przenosi sie na obrotowa symetrie samej bryty.

Glownym wynikiem pierwszej czesci pracy jest twierdzenie 1.1.2 orzekajace, ze jezeli wszyst-
kie ciecia bryly K C R"™ hiperpowierzchniami maja symetrie obrotowa to sama bryta K tez.
Zalozeniem jest centralna symetria bryly oraz regularnoéé¢ (C?) brzegu. Poprzez symetrie ob-
rotowa jest rozumiana grupa ortogonalna O(n — 1).

Autor stosuje w dowodzie metody geometrii rézniczkowej w odniesieniu do brzegu bryly
M = OK oraz do przecie¢ brzegu bryly z hiperpowierzchnia. 7 tego tez powodu zatozona
regularno$¢ brzegu bylaby trudna do usuniecia. Pierwszym krokiem jest wskazanie klasy lo-
kalnych wspolrzednych w otoczeniu dowolnego punktu o dodatnio okreslonej drugiej formie
podstawowej. W tych wspolrzednych rozwazana powierzchnia jest (lokalnie) wykresem funkcji,
ktorej czesé kwadratowa jest standardowym iloczynem skalarnym na przestrzeni euklidesowej;
kluczowa role odgrywa analiza czeSci trzeciego stopnia oznaczonej symbolem c;. Korzystajac z
zalozenia symetrii przecigé¢ autor dowodzi, ze ¢y zeruje si¢ na pewnej podprzestrzeni kowymiaru
2 a wiec ¢y jest wielomianem przywiedlnym. Ciekawym aspektem dowodu jest fakt, ze korzysta
on z istotnie réznych metod w przypadku n > 5 oraz dla n = 4. W pierwszym przypadku
sg to metody algebraiczne a w drugim metody topologii algebraicznej i analiza klas Stiefela-
Whitneya wiazki stycznej do Gr(2,3). Dowdd gltéownego twierdzenia konczy do$é techniczny
ale elementarny fakt, ze istnienie trzech podprzestrzeni kowymiaru 2 generujacych symetrie
O(n — 2) implikuje symetrie O(n — 1) bryly K.

Czes¢ druga

W tej czesci celem byto scharakteryzowanie w terminach rownan rozniczkowych czastkowych
kiedy wykres funkcji f klasy gtadkosci W () (Q C R?) jest zawarty w pewnej kwadryce w



R3. Autor podaje uktad dwoch nieliniowych réwnan czastkowych rzadu 3. Gléwnym wynikiem
jest twierdzenie I1.1.2 orzekajace, ze przy dodatkowym zalozeniu ze Hessian f nie jest niedo-
datni, ten uktad réwnan stanowi warunek konieczny i dostateczny aby wykres byl zawarty w
kwadryce. Warunek zwigzany ze znakiem Hessianu okazuje sie by¢ istotny co pokazuje twier-
dzenie I1.1.4 opisujace liste mozliwych powierzchni otrzymywanych jako (lokalne) rozwigzania
tego samego uktadu PDE. Struktura dowodu tej czesci pracy jest bardzo przejrzysta, cho¢ miej-
scami rozumowanie wymaga dtugich rachunkéw, do ktérych autor uzywa programu do obliczen
symbolicznych (Mathematica). Rozwazany jest nastepujacy uklad funkcji:

(2%, 2y, o f, v, yf, f* 2y, f, 1}

Na dowolnej kwadryce te funkcje sa w oczywisty sposob liniowo zalezne, wiec dowolny (uogol-
niony) Wronskian tego uktadu funkcji musi znika¢. Ta obserwacja jest przeniesiona na pierscien
rozniczkowy generowany przez zmienne oraz (formalne) pochodne czastkowe. Kluczowym ele-
mentem dowodu jest rozwazenie anihilatora kwadryki w tym pierScieni rézniczkowym (przy
dodatkowym zalozeniu generycznodci). Autor wykazal (Proposition 11.3.5), ze wspomniany
anihilator jest generowany doktadnie przez te dwa réownania rézniczkowe, ktore wystepuja w
gltownym twierdzeniu. Tworza one zredukowang baze Grobnera tego idealu. Drugim istotnym
elementem dowodu jest wykazanie regularnosci rozwigznaia. Okazuje sie, ze kazde stabe roz-
wiazanie przedmiotowego uktadu rownan jest automatycznie gtadkie (Lemat I1.4.1), co pozwala
analizowa¢ dowolne uogolnione wyznaczniki Wroniskiego uktadu funkcji. W dowodzie gltadko-
Sci uzyty jest piekny argument polegajacy na zdefiniowaniu w terminach pochodnych f pary
funkeji (u,v), ktore spetniaja réwnwnia Cauchy-Riemanna.

Uzywajac powyzej omowionych faktow autor dowodzi, ze rozwazany uklad PDE jest row-
nowazny temu, ze wykres f jest zawarty w kwadryce przy zalozeniu generycznosci f uzywajc
wyniku K. Wolssona z 1989 roku. Dalsza cze$¢ dowodu obu gléwnych twierdzen jest raczej
elementarna, bezpos$rednia i bazuje na analizie mozliwych przypadkow.

Wartym zauwazenia jest roznorodnos¢ metod stosowanych przez autora w dowodzie. Poczy-
najac od analizy funkcjonalnej, przez algebre przemienna i analize zespolona. W mojej osobistej
ocenie jest to najtadniejsza i najciekawsza ze wszystkich trzech czesci przedstawionej rozprawy
doktorskiej.

Czeéé trzecia

Ta czes¢ rozprawy dotyczy problemu k-separowalnej catkowalnodci (ang. k-separably integrabi-
lity) bryly K C R9. Pojecie to oznacza, ze miary przekrojow K z obszarem {x : dist(z, H+) <
t}, gdzie H € Gr(k,d) wyrazaja sie skoniczona suma produktow funkeji ciagtych na Gr(k,d)
oraz parametru t. Zrodta tego pojecia odnajdujemy w pracach Newtona natomiast w czasach
wspotczesnych zainteresowanie tym pojeciem pochodzi od Arnolda. Wynik mgr. Zawalskiego
wpisuje sie w aktywny obszar wspétczenych badan publikowanych w bardzo dobrych czasopi-
smach.

Glownym wynikiem tej czesci jest pelna klasyfikacja wypuktych, gtadkich bryt k-seprowalnie
catkowalnych w zaleznosci od (k, d) przy zalozeniu centralnej symetrii. Okazuje sie, ze jedynymi
takimi brylami sa elipsoidy lub kule w zaleznosci od parzytosci d — k. Stanowi to uogolnienie
rezultatu Koldobsky, Merkurjev, Yaskin przy dodatkowym zalozeniu symetrii, ktore jednak jest
istotne i trudne do usuniecia.

Gtowne kroki dowodu gltownego twierdzenia sg nastepujace. W oparciu o wypukla, sy-
metryczna bryte K zdefiniowany zostal funkcjonal Minkowskiego. Nastepnie, korzystajac z
wynikow prac [Koldobsky| oraz [Ovall| autor uzyskuje rozwiniecie potegowe w parametrze t
przedmiotowej funkcji miary wycinka Vi g w terminach caltki z funkcjonaly Minkowskiego. Za-
lozenie k-separowalnej catkowalno$ci implikuje, ze dowolne pochodne po parametrze ¢ funkcji
miary Vi g sa liniowo zalezne w ¢t = 0 co prowadzi do tozsamosci, ktéra ma postaé zero-
wania sie skoriczonej kombinacji liniowej pochodnych Vi . Uzywajac weze$niejszych formut



na rozwiniecie autor otrzymuje tozsamosé¢ catkowa, ktora ostatecznie prowadzi do wniosku, ze
transformata Fouriera pewnej dystrybucji zdefiniowanej za pomoca operatora Laplace’a oraz
poteg funkcjaonatlu Minkowskiego jest wielomianem. Jest to bardzo elegancka cze$¢ dowodu,
w ktoej autor swobodnie uzywa wielu nietrywialnych narzedzi analitycznych.

Dalsza cze$¢ dowodu ma algebraiczny charakter. Korzystajac z narzedzi algebry wielo-
mianéw i rozszerzen cial autor uzyskuje fakt, ze funkcjonal Minkowskiego jest pierwiastkiem
jednorodnego wielomianu okreslonej postaci. Ostatni argument, ktéry konczy dowodd, polega
na elementarnej analizie operatora Laplace’a w obciaciu do algebry wielomianéw od wspotrzed-
nych przestrzeni R? oraz funkcjonatu Minkowskiego. Dzieki poprzednio uzyskanemu wynikowi,
w algebrze tej pojawi sie tylko skoriczenie wiele wyktadnikow funkcjonatlu Minkowskiego.

Konkluzja

Przedstawiona mi do recenzji prace oceniam bardzo wysoko. Pierwsza rzecza, ktora rzuca sie
w oczy jest staranne zredagowanie rozprawy, ktére utatwia czytanie zaawansowanych wynikow
matematycznych. Dowodzone fakty i cytaty sa dobrze oznaczone, struktura logiczna przemy-
Slana. Zwraca tez uwage staranny jezyk.

Ponadto, co chciatbym szczegdlnie mocno podkresli¢, autor uzywa zaawansowanych metod z
bardzo odlegtych dzialow matematyki, takich jak analiza funkcjonalna, geometria algebraiczna,
algebra przemienna, topologia algebraiczna, geometria rézniczkowa. Dowodzone twierdzenia
zwigzane sa z duzymi, waznymi pytaniami, jak Hipoteza Banacha oraz wpisuja sie w aktywny
obszar badan. Wyniki sg eleganckie i nie maja bardzo technicznego charakteru. Za przyklad
niech postuzy czesé druga, w ktorej autor podaje charakteryzacje w terminach réwnan czastko-
wych warunku aby wykres funkcji tworzyt kwadryke. Mnie wlasnie ta druga czesé najbardziej
sie podobala.

Reasumujac, moim zdaniem, praca mgr. Zawalskiego zawiera oryginalne oraz eleganckie
rozwiazania probleméw matematycznych. Autor wykazal sie umiejetnoscia prowadzenia sa-
modzielnej pracy naukowej jak rowniez duzag biegloscia w postugiwaniu sie szerokim spektrum
zaawansowanych metod matematycznych. Uwazam, ze przedstawiona mi do recenzji praca
spelia z duzym zapasem ustawowe jak rowniez zwyczajowe warunki stawiane przed rozpra-
wami doktorskimi i wnosze o dopuszczenie mgr. Zawalskiego do dalszych etapéw przewodu
doktorskiego.

Ponadto, wnioskuje o wyréznienie rozprawy. Motywacjg wyroznienia jest spory nadmiar
uzyskanych wynikow w stosunku do wymagan stawianych przed doktoratem. W mojej ocenie
dowolne dwie z przestawionych trzech czesci mogtyby stanowi¢ podstawe dobrego doktoratu.

dr hab. Marcin Bobienski



