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Recenzja rozprawy doktorskiej Damiana Gtodkowskiego

1. INFORMACJE OGOLNE

Mgr Damian Gtodkowski przedstawit rozprawe
Some applications of set theory in Banach spaces and operator algebras,

przygotowana pod kierunkiem prof. Piotra Koszmidera. Praca jest napisana po angiel-
sku; jej zasadnicza cze$¢ zajmuje ponad sto stron. Ma charakter jednolitego tekstu,
prezentujacego rezultaty zawarte w

(i) wspdlnej publikacji Doktoranta i Promotora (PAMS, 2022);
(ii) samodzielnej publikacji Glodkowskiego (J. Funct. Anal., 2023);
(iii) preprincie dostepnym na portalu ARXIV, napisanym wraz z Agnieszka Widz (dok-
torantka UWr).

Oproécz tego, ostatni rozdziat rozprawy omawia wyniki wlasne Doktoranta, ktére, jak
rozumiem, nie byty wcze$niej prezentowane w innej formie. Rezultaty rozprawy dotycza,
najogoélniej rzecz ujmujac, wybranych zagadnien dotyczacych izomorficznej struktury
(najczesciej nieosrodkowych) przestrzeni Banacha.

2. OMOWIENIE GEOWNYCH WYNIKOW ROZPRAWY

Rozprawa poswiecona jest czterem odrebnym zagadnieniom i dlatego jej gtéwne roz-
dzialy sa od siebie w zasadzie niezalezne.

2.1. Sigma-ideal generowany przez hiperptaszczyzny. Rozwaza sie tutaj dowolne
przestrzenie Banacha X wymiaru > 1. W takiej przestrzeni podprzestrzenie kowymiaru
1 generuja nietrywialny o-ideat Z(X). W swojej wspoélnej publikacji Gtodkowski i Kosz-
mider podjeli si¢ systematycznej analizy czterech wspoétczynnikow kardynalnych tego
ideatu. Sa to klasyczne wielkosci additivity, uniformity, covering, cofinality, powszechnie
stosowane w teorii mnogosci, opisujace zachowanie sie danego o-ideatu przy nieprzeli-
czalnych operacjach. W omawianym kontekscie the covering number cov(Z(X)) mozna
zdefiniowa¢ jako minimalng ilos¢ hiperptaszczyzn potrzebnych do pokrycia calej prze-
strzeni X.



Opierajac si¢ na starym rezultacie Klee autorzy dowodza na wstepie, ze wszystkie
cztery wspotezynniki sa rowne w; badz ¢ dla kazdej osrodkowej przestrzeni Banacha. Na-
stepnie dowodzi si¢, ze wszystkie trzy wspotczynniki poza cov mozna w zasadzie wyliczy¢
dla dowolnej przestrzeni X.

Ustalenie wartosci cov(Z(X)) w dowolnym przypadku prowadzi do daleko ciekawszych
rozwazan. Zachodza oszacowania w; < cov(Z(X)) < ¢, ale pytanie, czy réwnosé

(%) wy =cov(Z(X))

zachodzi w ZFC dla kazdej nietrywialnej przestrzeni X pozostaje otwarte. Autorzy do-
wodza, ze (x) zachodzi w niektérych modelach teorii mnogosci oraz pokazuja zwiazki tej
rownosci ze znanym z topologii zagadnieniem przestrzeni zwartych o matej przekatne;j.
Inne rezultaty pokazuja, ze (%) mozna wykaza¢ bez dodatkowych aksjomatéw w prze-
strzeniach Banacha posiadajacych jaka$ dodatkowa strukture, na przykitad fundamen-
talny cigg bi-ortogonalny. Te wszystkie twierdzenia demonstruja, ze pytanie o powyzsza
rownos¢ stanowi bardzo ciekawe zagadnienie, naturalnie tgczace strukture nieosrodko-
wych przestrzeni Banacha z teoriomnogosciowa topologia.

2.2. Przestrzen C(K) czytajgca wymiar topologiczny K. Twierdzenie Miljutina
orzeka, ze przestrzen C(K) jest izomorficzna z C(2¥) dla kazdej nieprzeliczalnej prze-
strzeni metrycznej zwartej K. Pytanie, czy dowolna przestrzen C'(K) jest izomorficzna z
przestrzenig postaci C'(L) dla pewnej zero-wymiarowej przestrzeni L, dtugo pozostawalo
otwarte!. Dopiero na poczatku tego stulecia Piotr Koszmider zaprezentowat swoja kon-
strukcje spojnej przestrzeni zwartej K z matq algebrg operatorow i dzieki temu wykazal,
ze C'(K) nie dopuszcza takiej zero-wymiarowej, izomorficznej reprezentacji.

Gléwnym wynikiem rozdziatu 3 jest konstrukcja zwartej przestrzeni K ustalonego wy-
miaru pokryciowego, takiej ze jezeli istnieje izomorfizm pomiedzy przestrzeniami Bana-
cha C(K) i C(L) to L ma ten sam wymiar pokryciowy. Indukcyjna konstrukcja w jezyku
granic odwrotnych silnie korzysta z pierwotnej konstrukcji Koszmidera i jego pomoc-
niczych rezultatow, ale wktad wtasny autora jest bardzo istotny i daleko nietrywialny.
Nowatorska cze$¢ to szereg technicznych pomystow pozwalajacych pokonaé¢ trudnosci,
jakie powstaja przy kontrolowaniu wymiaru pokryciowego granicy systemu odwrotnego
przestrzeni topologicznych. Dlatego indukcyjna konstrukeja musi pamietaé wiele whasno-
Sci posrednich obiektow i jej ztozonos¢ jest znaczna (jesli nie astronomiczna. . . ), wymaga
wyjatkowej biegtosci i zelaznej dyscypliny. Dodajmy, ze wszystkie te trudnosci udato sie
pokona¢ dzieki zatozeniu aksjomatu Jensena <»; pozostaje niejasne, czy konstrukcje moz-
na przeprowadzi¢ w zwyktej teorii mnogosci.

2.3. Algebry Boole’a z wlasnosciami Grothendiecka i Nikodyma. Klasyczne
twierdzenie Nikodyma z teorii miary (zasada jednostajnej ograniczonosci dla zbiezne-
go ciagu miar na o-ciele) oraz wlasno$¢ Grothendiecka przestrzeni Banacha naturalnie

ltutaj K, L oznaczaja zawsze zwarte przestrzenie Hausdorffa



prowadza do definicji algebr Boole’a z whasnosciami Grothendiecka (G) i Nikodyma (N).
Te wtasnosci majg troche wspélnych cech, ale nie sa rownowazne — istnieje stosunkowo
prosty przyktad algebry z wlasnoscia (N), ktora nie ma tej drugiej whasnosci. Przez wie-
le lat jedynym przyktadem algebry Grothendiecka bez wtasnosci (N) byt efektem starej
konstrukcji Talagranda, przeprowadzonej przy zatozeniu hipotezy continuum.

Gloéwny wynik rozdziatu 4 rozprawy orzeka, ze niesprzecznie, w; < ¢ i istnieje algebra
Boole’a mocy w; z whasnoscia (G), ale bez wtasnosci (N). Cho¢ od publikacji Talagranda
mineto 40 lat, jest to dopiero drugi rezultat dotyczacy zagadnienia®. Wynik Glodkowskie-
go i Widz jest interesujacy, wymagal nowych pomystéw — najbardziej oczywisty sposob
na wymuszenie wlasnosci Grothendiecka prowadzi do indukcyjnej konstrukeji algebry
mocy continuum.

Rozdzial 4 zawiera szczegdtowa analize elementéw, na ktorych konstrukeja bazuje. Tak
jak w przypadku twierdzenia Talagranda, podstawowy pomyst to rozwazanie podzbioréw
zbioru Cantora postaci {—1, 1}, ktore sa dostatecznie symetryczne: przeskalowane caltek
z rzutéw na poszczegdlne osie (wzgledem miary produktowej) prowadzi do nieograniczo-
nego ciagu miar zbieznego na takich zbiorach do zera. Nowym pomystem jest zbudowanie
pojecia forcingu, ktéry w obrebie owym symetrycznych zbioréw zbuduje mata algebre
Grothendiecka.

Musze zaznaczy¢, ze analiza owych zbioréw symetrycznych jest bardzo obszerna i jej
doktadne przestudiowanie wydaje sie przekraczaé¢ ramy czasowe pisania niniejszej recen-
zji. 7Z drugiej strony, dla mnie osobiscie ta cze$¢ rozdziatu 4 jest inspirujaca. Niekto-
re szczegdly wspomnianej pracy Talagranda sa, nie tylko w moim odczuciu, miejscami
niejasne. Majac w reku owoce pracy Glodkowskiego i Widz mozna bedzie, z nowym
animuszem, probowaé¢ skonstruowac zadang algebre Boole’a bez dodatkowych zatozen
teoriomnogosciowych.

2.4. Algebra Calkina. W ostatniej czesci autor przedstawia swoj rezultat dotyczacy
C*-algebr. Algebra Calkina, czyli algebra operatorow na przestrzeni Hilberta modulo ide-
al operatoréow zwartych jest od lat ulubionym obiektem badan matematykow bieglych w
teorii mnogosci — ci odkryli, ze pod wieloma wzgledami obiekt ten jest niekomutatywng
wersja przestrzeni fw \ w.

Rozdzial 5 nawiazuje do pracy Brech i Koszmidera dowodzacej, ze w modelu Cohena
l-suma prosta przestrzeni {,/co nie zanurza sie w przestrzen Banacha (., /cy. Zapre-
zentowany tu rezultat orzeka (w szczeg6lnosci), ze w tym samym modelu teorii mnogosci,
ls-suma prosta algebr Calkina nie zanurza sie w algebre Calkina. Warto to porownac z
niedawnym wynikiem Faraha, Hirsberga i Vaccaro: przy zatozeniu hipotezy continuum
algebra Calkina jest uniwersalna w klasie C*-algebr gestosci < ¢.

Niezaleznie i w tym samym czasie Sobota i Zdomskyy udowodnili, ze w konstrulcji Talagranda mozna
zastapi¢ CH przez aksjomat Martina.



3. OCENA ROZPRAWY

Przeprowadzone tu krotkie oméwienie wynikéw Doktoranta nie unikato stwierdzen
wartosciujacych. W tym miejscu nalezy postawi¢ kropke nad i: Moja opinia o recenzo-
wanej rozprawie jest bardzo wysoka. Udowodnienie zaprezentowanych rezultatow wyma-
galo znacznej biegtosci w postugiwaniu si¢ technikami teorii mnogosci i dos$¢ rozlegtej
wiedzy w obszarze analizy funkcjonalnej czy tez topologii. Autor uzyskat kilka znacza-
cych, ciekawych wynikow, prezentujac subtelne i bardzo ztozone rozumowania.

Jak na rozprawe doktorska, praca ma nieco przyttaczajaca dtugosé. Trzeba jednak
stwierdzi¢, ze Doktorant poswigcit wiele miejsca na przyblizenie gtéwnych idei, zamiesz-
czajac omoOwienia na roznym stopniu ogdlnosci. Tekst jest napisany bardzo starannie,
podaje precyzyjne cytowania i klarownie wyktada argumenty. Zamieszczone omdwienia
szeroko zakreslaja kontekst prezentowanych twierdzen i dokumentujg erudycje mtodego
matematyka.

Autor prezentuje mozliwie kompletne dowody i dlatego wspomne, ze w 2.3.1 brakuje
wyjaénienia, dlaczego funkcja A — ¥, jest réznowartosciowa. Istotniejsze niz tego typu
uwagi jest nastepujace pytanie:

Czy tego nie da sie zrobi¢ proSciej?

Takie pytanie nurtowato mnie po wystuchaniu odczytu Doktoranta na seminarium we
Wroctawiu, poswieconemu twierdzeniu z rozdziatu 3. Nasza pozniejsza wspolna dyskusja
przekonata mnie jednak, ze moje pomysty nie pozwolilty uchwycié¢ wszystkich aspektow
konstrukcji. Mam natomiast wrazenie, ze poczatek rozdziatu 4 mégtby byé zredagowany
w sposob bardziej przystepny. Na pewno warto zaczaé od ustalenia, ze zbior A uwazamy
za semibalanced jesli lim, (ngon(A)) = 0 — wtedy 4.2.8 jest prosta uwaga, ktéra na-
tychmiast wyjasnia, jak negujemy wtasnosé¢ Nikodyma. Zapewne pdzniej niezbedne jest
podanie parametrycznych wersji tej definicji. By¢ moze warto poszukaé lepszego warun-
ku na whasnos$é (G) w 4.2.10 — ta bedaca w uzyciu jest bardzo techniczna, a i tak musi
odwolywac sie do miar przenoszonych na przestrzen Stone’a. Warto zaznaczy¢, ze fakt
4.2.12 jest w cytowanej ksiazce dowodzony w mnieco innej postaci (jako Lemma 5.2.8;
zapewne ta réznica wynika z tego, ze zagladatem do pierwszego wydania monografii).

4. KONKLUZJA

Rozprawa doktorska mgr. Damiana Glodkowskiego prezentuje oryginalne rozwigzania
problemow naukowych — ich dowody wymagaty ztozonych argumentéw i wielu nowa-
torskich pomystow. Tym samym recenzowana rozprawa spetnia wymagania ustawowe i
oczekiwania srodowiska naukowego, zakreslone dla tego etapu kariery naukowe;j.

Majac na wzgledzie wage uzyskanych przez Doktoranta wynikéw i zaprezentowany
przez niego znakomity warsztat matematyczny, nie mam watpliwosci, ze rozprawa zashu-
guje na wyroznienie.



