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Recenzja pracy doktorskiej

D-modules on Rigid Analytic Varieties
magistra Feliksa Raczki

Termatem rozprawy doktorskiej pana Raczki jest skonczonos$é¢ wymiaréw
przestrzeni liniowych kohomologii de Rhama Hj,(X, M) holonomicznego
D x-modutu M na gladkiej rozmaitosci sztywnej X nad ciatem K z dyskretna
niearchimedesowa waluacja réwnej charakterystyki zero. Pierwszym przykta-
dem takiego ciala K jest cialo C((t)) szeregéw Lauranta o wspdlczynnikach
zespolonych. Gléwne wyniki pracy stosuja sie do znacznie szerszej klasy cial
bazowych. ! Rozprawa pana Raczki stanowi kompilacje z dwéch preprin-
tow [Ra24al i [Ra24b] tego autora (dostepnych w sieci, ale jak dotad jeszcze
nie zrecenzowanych), uzupetniona o rozdziat zawierajacy prébe ilosciowego
wzmocnienia gtéwnego wyniku pracy [Ra24a] w przypadku krzywych.

Dla zachowania zwieztosci tej recenzji skoncentruje uwage na wartosci mery-
torycznej otrzymanych wynikow oraz na poprawnosci i sile dowodéw. Pomine
oméwienie szerszego kontekstu, w ktérym lokuja sie rezultaty udowodnione
przez pana Raczke. Zainteresowanych tym szerszym kontekstem odsytam do
dobrze napisanego wstepu do rozprawy oraz do tekstu opinii jednego z pro-
motoréw, ktora znajduje sie w dokumentacji przewodu doktorskiego.

Najwazniejszy rezultat pracy pana Raczki (Theorem 1.2.2: o tym, ze wy-
miar dimg Hip(X, M)<oo dla i>0, przy naturalnych zalozeniach na X) jest
wynikiem waznym oraz nowym, nawet dla modutéw stowarzyszonych z
wigzkami o koneksji catkowalnej, przy tym tez dla wiazki trywialnej na X.

W recenzji swobodnie korzystam z oznaczen, definicji i z listy literatury omawianej pracy.



Warto przypomnieé¢, ze poza klasycznym twierdzeniem de Rhama znanym z
wyktadow topologii algebraicznej, problem skonczonosci kohomologii de Rha-
ma moze mie¢ rozne rozstrzygniecia zaleznie od przyjetego ciata definicji i od
kategorii modutu lub rozmaitosci. Twierdzenie pana Raczki zaskoczyto mnie
swoja ogblnoscig. Mowi, ze kohomologia de Rhama, mimo wszystkich zna-
nych przeszkod i ograniczen, stanowi jednak cenny niezmiennik algebraiczny
pary (X, M), co najmniej dla X nad ciatem takim jak C((t)). Po lekturze
dowodu twierdzenia 1.2.2 w naturalny sposéb nasuwa sie pytanie o wyraze-
nie wymiaréw kohomologii z twierdzenia za pomocg niezmiennikéw modutu
i rozmaitosci. Autor w ostatnim rozdziale pracy przedstawia swoje pierwsze
wyniki w tym kierunku uzyskujac w przypadku krzywych nowy dowdd zna-
nej formuty Deligne’a na indeks wiazki z koneksja (Thm. 4.2.8, Thm. 4.2.11).
Przypuszczam, ze w niedalekiej przysztosci metody rozwiniete w pracy pana
Raczki znajdg nowe ciekawe zastosowania do algebraicznego opisu operato-
réw roézniczkowych na rozmaitosciach sztywnych nad C((t)). Niewatpliwie
omawiana rozprawa rozbudza u recenzenta nadzieje na takie zastosowania.

Dowod twierdzenia 1.2.2 cieszy réznorodnoscig zastosowanych technik. Po-
czynajac od teorii D—modutéw na rozmaitosciach sztywnych argument auto-
ra korzysta z metod algebry homologicznej, z pewnych standardowych tech-
nik algebry przemiennej i geometrii algebraicznej, az po aparat teorii algebr
Banacha i niearchimedesowej analizy funkcjonalnej. Pomyst na dowod oparty
jest na redukcji do klasycznego twierdzenia Bernsteina o skonczonosci koho-
mologii de Rhama w przypadku rozmaitosci nad ciatem liczb zespolonych.
Sam proces redukcji do twierdzenia Bernsteina jest jednak nieoczywisty i
kilkustopniowy. Dlatego wymaga oddzielnego i doktadniejszego oméwienia.

e W pierwszym kroku dowodu autor przedstawia wyniki z [Ra24a] o mo-
dutach minimalnego wymiaru nad uzupetniona algebrg Weyla. Dla po-
lidysku Tate’a X=B" niech D, bedzie jego algebra Weyla, a D, jej
uzupekieniem wzgledem normy operatoréw rézniczkowych. Autor do-
wodzi skonczonosci kohomologii de Rhama dla Dgr-modutu M holo-
nomicznego i skoniczenie prezentowalnego. (Proposition 3.3.1). Kluczo-
wym faktem w dowodzie jest twierdzenie 3.1.1, ktore pozwala przejsé do
uzupehienia M modutu M wzgledem plasklej zmiany bazy D,, — D,
zachowujac przy tym przejsciu kohomologie de Rhama (Lemma 3.3.3).

e Dowdd twierdzenia 3.1.1 (por. [Ra24b], Thm. 1.2) opiera sie na uzyciu
catego arsenatu srodkow algebry homologicznej i algebry przemienne;j.
W koncowej czesci dowodu autor uzywa arytmetyki krat w D,,-mudule
do obliczenia kohomologii ich redukcji na ideale pierwszym pierscie-
nia waluacji i do poréwnania z kohomologia na wtdknie generycznym.



Ta czed¢ rozprawy jest moim zdaniem najlepsza i najwazniejsza. Jej
zwienczenie stanowi izomorfizm kohomologii de Rhama H}j,(B", M)
z kohomologia de Rhama pewnego indukowanego D-modutu nad cia-
tem reszt, co pozwala w koncu zastosowaé twierdzenie Bernsteina dla
dowodu skonczonosci wymiarow.

e Pozostata czes¢ dowodu twierdzenia 1.2.2 jest juz bardziej typowa i
mniej ztozona technicznie. Na poczatek autor rozwaza przypadek, gdy
X posiada domkniete zanurzenie w polidysku i: X —B™ (Proposition
3.4.1). Na szczegblna uwage w tym dowodzie zastuguje lemat 3.4.2,
ktory pozwala na ograniczenie sie do przypadku polidysku dzieki za-
stosowaniu wtasnosci algebraicznych funktora pchniecia do przodu i,
modutu holonomicznego (adoptowanych przez autora do przypadku
geometrii sztywnej z pierwszego rozdziatu ksiazki [HTTO08]).

e Dla zakonczenia dowodu twierdzenia 1.2.2 (juz w pelnej ogdélnosci)
autor wybiera otwarte pokrycie rozmaitosci X za pomoca afinoidow,
dla ktorych spetione sa zatozenia poprzednio dowiedzionego przypad-
ku. Poniewaz rozmaito$¢ X jest z zalozenia quazi-zwarta, to pokrycie
mozna wybra¢ skonczonym. Do wybranego pokrycia stosujemy klasycz-
ny ciag spektralny hiperkohomologii Cecha zbiezny do kohomologii de
Rhama H!p,(X, M), tak aby w koricu wywnioskowaé skoriczono$é¢ wy-
miaru tych ostatnich K-przestrzeni.

Konkluzja.
Niniejszym stwierdzam, ze przedtozona przez pana Feliksa Raczke praca :
D-modules on Rigid Analytic Varieties

spetnia wszystkie wymogi Ustawy z 20 lipca 2018 w stosunku do rozprawy
doktorskiej z matematyki. Wnosze¢ o dopuszczenie pana mgra Feliksa Raczki
do dalszych etapéw postepowania w przewodzie doktorskim.

Jednoczesnie zwracam sie do rady naukowej Instytutu Matematycznego PAN
w Warszawie z wnioskiem o wyréznienie omawianej rozprawy ze wzgledu
na wysoki poziom zawartych w niej wynikéw naukowych oraz na wyjatkows
orginalnos¢ zastosowanych technik matematycznych.

cc. prof. dr hab. Wojciech Jerzy Gajda



Zalaczam liste szczegdtowych komentarzy i poprawek do tekstu napisang po
angielsku w jezyku orginatu ocenianej pracy. W zdecydowanej wekszosci (by¢
moze za wyjatkiem kilku komentarzy) te uwagi sa mniejszej wagi i dlatego
nie odbierajg rozprawie pana Raczki wartosci merytorycznej. Liste korekt
przekazatem juz autorowi za pomocg poczty elektronicznej.

Suggested corrections.

p-5, 1.-9: I think the sentence shall finish: ... by any algebraically closed field
of zero characteristic.

p.8, 1.-9: Repeat here that A is the Tate algebra K(xq,...,z,).

p-8, 1.12: There is a dot missing in i.e., . There’s a similar typo at p.10, 1.5.
p-12, 1.2: Replace the affine line by the affine n-space.

p-16, 1.1: In the formulation of Theorem 1.3.7 describe your A, r and v;.

p-25, 1.-8: Fix your choice of (I', <) for codomain of valuations: a well-
ordered (commuative and discrete, if required) group.

p-28, 1.6: Just after presentation exact sequences keep adding a phrase:
where a; and as are non negative integers.

p-30, 1.5 and 6: Combine the sentences, so line 6 starts then with: is an
L-vector space.

p-31, 1.-12: A wrong reference: there is no Lemma 2.1.22 in the thesis but
there is Proposition 2.1.22.

p-31, 1.-6: A misprint: generate and not generates. Two lines below: define
the 0-1 multi indicies e;.

p-32, 1.1: A wrong reference: there is no Lemma 2.1.22 in the thesis but
there is Proposition 2.1.22.

p-33, 1.9: A misprint. Tt shall read: QY.

p.33 1.-4: For completeness of exposition I suggest to add a short proof of
the important (and not difficult) Lemma 2.1.28, following [Zav]. Most likely
the arXives notes of Zavyalov are not meant for publication. Moreover, the
issue of existence of suitable coordinate systems (following the lemma) shall
be treated with more care. I have not found a single reference to this lemma
in the rest of the thesis. Can you indicate later on by precise references (at



few crucial points in the argument, e.g. , at page 88) where and how you use
Lemma 1.2.28 7

p-35 1.-8: A misprint. It shall read: For such a module ... .

p-38. I have spotted a couple of misprints in the proof of Lemma 2.2.7: 1.12
- replace w with x and v with ¢ in the equality at the end of the line, 1.-6 -
replace p(z) with ¢(v).

p-39, 1.8: There is a misprint in the sentence above the sequence (2.7). It
shall end with: is such a module then ... (2.7).

p.46, 1.7: Left side of the equality shall read: V(o ® m).

p.49, 1.4: Word map is missing at the end of the line.

p.49, 1.-6: Derg (A, A):=Derk(A) - keep one notation (cf. Lemma 2.3.5).
p-52, 1.14: A typo: Int.

p-53, 1.4: In formulation of Lemma 2.3.14 fix assumptions on K, V and W.

p-54, 1.10 ff: There is definitely some mess in the begining of the proof
of Lemma 2.3.14 when one replaces families {L,,} and {R,} by the pri-
med families. I think the correct choices for the primed operators shall be:
L =Ly, ,41...Ln,, for n>1 with mg:=0, and similarly for R/ s. Please, ca-
refully redo following 6 lines of computations. The result of [Sin75, Lemma
2.1] (which you are adopting for the nonarchimedian case) is classical and re-
ally pretty, so I believe in your Lemma 2.3.14. However, some care is needed
as always. On the other hand, let me add in passing, that I find continuity
results on differential operators which you have proven in Theorem 2.3.12
and Theorem 2.3.13 quite strong and interesting.

p-54, 1.-10: A misprint: remove a redundant that.
p.57, 1.7: Replace A; with A/p;.
p-59, 1.9: A misprint in the notation for an Ext group: an extra comma.

p-60, 1.3: Define and call the K-linear map properly. In the moment it is
rather confusing.

p.61, 1.9: Replace Vy, at the right hand side of the equality by Vs, .
p.-62, 1.-2: A misprint: aboveL.

p.62, 1.-1: It shall read: ... is a resolution of ... .



p.64, 1.5: Something is wrong: is really Dx (U)=Dg4, for any U C X 7

p.66: There is a conflict in notation in the begining of section 2.3.7. Letter
X denotes both variety and a tangent vector. Change notation for tangent
vectors. At the same page in line -3 there is a typo at the right hand side of
the equality. There is a redundant ¢. I think you wanted a transpose X°.

p-68, 1.6: There is a typo in (2.38). The last r at the right hand side of the
formula for i, M shall be replaced by n.

p.71, 1.7: globally finitely presented
p-73 1.3: Recall here definition of the n-th Weyl algebra W, (Ox).

p.73, 1.10: Can you give a precise reference for the compatibility of Gauss
and operator norms on D,,? It shall follow by the basics stated in chapter 2.

p-74, 1.9: Correct the definition of the Bernstein filtration. What is the

filtration index? Is it really n? The ring of integers is missing at the right
hand side.

p74, 1.-1: Wn(OK)
p.75, 1.2: A misprint. There shall be 253 instead of D,.

p.76, 1.3: I think that your R:=D,, and its filtration is indexed by non
positive integers. Later, in the dimension bound quoted after [LvO96], the
entry at the right hand side is missing a dimension symbol.

p.76, 1.-1: Change the notation for the kernel in the exact sequence. Letter
K has been already used for a base field.

p.77, 1.-5 and -6: Two Ext groups have wrong indicies. There’ll be f)g
instead of D,.

p-78: At least four Ext groups at this page have wrong indicies: 1.-13, 1.-10,
twice in line 1.-7 and in 1.-6.

Be aware that your arXives preprint 2402.04683v1 at page 10 con-
tains the same string of misprints in the indexing of Ext groups
(copied into the thesis by cut & paste). It has made my reading
of this important proof difficult at places. A similar comment con-
cerns your preprint 2405.03028v1. Use my list of corrections for
necessary proof reading of both preprints.

p-80, 1.-11: Remove a redundant word consider.



p-83, 1.-4: Correct M":=M|[0,41,...,0y).

p.84, 1.3: A misprint. It shall be corrected to: 0% = 07}, ...05" . Same
page, 1.-3: Correct a misprint in the codomain of the pairing.

p-85, 1.-13: I have foud the construction of the map in line -13 somewhat
sloppy. Add a diagram explaing how you combine (3.11) and (3.12) in order
to get the map.

p.86, 1.2: Tt shall start with (fiT16° — &°fiFL).

p-92, 1.14: I'd rather map x +— v,.

p-98, 1.13: ... no non-zero zero divisors ... .

p-99, 1.-5: There shall be £L(nD) at the left hand side of the equality.

p-105: There shall be Mp instead of M in de Rham cohomology groups in
s.e.s. (4.18).

p.106, 1.4: Add at the end of the line: ... , for f; as in (1). Same page, 1.12:
At the end of the line there shall appear a condition: aga,, # 0. In the next
line put in v (f) = m.

Final remarks (for Mr. Feliks Raczka).

You have written a very good thesis. Your main result indicates that, despite
all the known obstructions, de Rham cohomology of holonomic D-modules
on rigid varieties is useful, at least if K is like C((¢)). One can dream of an
extension to higher dimensions of Deligne’s formula of the last chapter, e.g.,
to operators on some surfaces. On the other hand, I wonder if given right
homotopy theory of rigid varieties, one could use your approach (via valuation
theory of operators and D-modules) to attempt algebraic index formulas for
holonomic operators (base field C((t))) as in Atiayh-Singer index theorem
for elliptic operators over C. Can you think of a replacement for the A-genus
in the rigid analytic case? Anyway, there are many natural and less obvious
questions related to your project. Have fun extending and applying results
of your thesis.

Best wishes and regards, WG



