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Recenzja rozprawy doktorskiej Macieja Kowalskiego

The combinatorial structure of cumulants
of symmetric functions

Praca doktorska Macieja Kowalskiego bada pewne typy wielomianéw symetrycznych po-
wiazanych $cisle z rozmaitymi obiektami kombinatorycznymi (tj. partycje, diagramy Younga,
grafy, Sciezki kratowe, etc.). Typowy problem w tej dziedzinie polega na wyrazeniu badane;
klasy wielomianéw symetrycznych w postaci kombinacji liniowej w zadanej bazie i uzyskaniu
okreslonych informacji o wspétczynnikach tego rozwinigcia. Najczesciej chodzi o potwierdze-
nie, ze owe wspoOtezynniki sa liczbami catkowitymi nieujemnymi (badz wielomianami o takich
wspélezynnikach) przy zadanej bazie funkcji symetrycznych Schura. Jest to ciekawa i wazna
tematyka w obrebie kombinatoryki algebraicznej posiadajaca liczne i gtebokie powigzania z
roznymi dziedzinami, w tym teorig reprezentacji, geometria algebraiczna, teorig grup, staty-
styka, czy nawet mechanikg kwantowa.

Jednym z centralnych problemow otwartych jest tu tak zwana b-hipoteza Gouldena-Jacksona
z roku 1996, interpretujaca wspotczynniki pewnej funkcji tworzacej, wykorzystujacej wielo-
miany symetryczne Jacka, przy uzyciu graféw zanurzonych w powierzchniach (tzw. map).
Obiecujace podejscie wykorzystujace kumulanty funkcji symetrycznych, w tym wypadku wie-
lomianéw Jacka, zaproponowali Dotega i Féray. W szczegolnosci, w roku 2017 Dotega sfor-
mutowat ogélng hipoteze o kumulantach wielomianéw Macdonalda stanowiaca daleko idace
uogdblnienie pierwotnej hipotezy o ich dodatnioéci (potwierdzonej w roku 2001). To wlasnie
ten problem stanowi gtéwna inspiracje omawianej tezy doktorskie;j.

Gléwnym obiektem badan w rozprawie Macieja Kowalskiego sg kumulanty wielomianow
symetrycznych LLT (od nazwisk autoréw, Leclerc, Lascoux and Thibon). Mozna je zdefi-
niowa¢ za pomoca tablic Younga dla sko$nych partycji. Wielomiany LLT pojawiaja sie jako
sktadniki w naturalnym rozkladzie wielomianéw Macdonalda (Twierdzenie 2.2). Ich kumu-
lanty pozostaja w analogicznej relacji do kumulant wielomianéw Macdonalda. Odpowiednia
hipoteza (Conjecture 3) o ich dodatniosci stanowi uogdlnienie wspomnianej powyzej hipotezy
Dotegi (Conjecture 2).



Rozprawa sktada sie z czterech rozdziatéw, z ktorych dwa pierwsze stanowia wprowadzenie
do tematyki oraz przedstawienie najwazniejszych wynikow i hipotez. Wyniki autora, ktére
postaram sie zwiezle omowi¢ ponizej, zawarte zostaly w rozdziatach 3 i 4.

W rozdziale 3 autor formutuje wspomniana hipoteze (Conjecture 3) o dodatniosci Schura
kumulant LLT oraz dowodzi (Theorem 3.2, 3.3), Ze pociaga ona hipoteze Dolegi (Conjecture
2). Nastepnie definiuje pojecie grafu LLT oraz zwiazanego z nim wielomianu oraz znajdu-
je ciekawg interpretacje kumulant LLT jako wazonych funkcji tworzacych kolorowan danego
grafu (Theorem 3.5). Wynik ten pozwala uzyskaé szereg rezultatéw o dodatniosci réznego
typu (jednomianowa, e-dodatnio$é, etc.) dla pewnych szczegblnych graféw (Theorem 3.7, 3.9,
3.12). W koricowej czesci rozdziatu znajdujemy dalsze wyniki potwierdzajace gtéwna hipo-
teze w kilku szczegdlnych przypadkach ksztaltow jednokomérkowych. Metody dowodowe to
wyrafinowana kombinacja rozmaitych interpretacji, odpowiednio$ci, przeksztalcen jednych
struktur w inne oraz pomystowych zastosowan wczesniejszych wynikéw. Praca z tymi wyni-
kami ukazata sie w czasopi$mie Flectronic Journal of Combinatorics.

Rozdzial 4 zawiera w zasadzie jeden gtéwny wynik (Theorem 4.1) podajacy ciekawa for-
mute kombinatoryczna dla kumulant LLT w przypadku szczegdlnej rodziny graféw, zwanych
topniejacymi lizakami (ang. melting lollipops). Wzér przedstawia kumulante LLT jako sume
odpowiednich wielomianéw LLT indeksowana drzewami rozpinajacymi takiego lizaka. Dowéd
tego rezultatu jest dos¢ zlozony, wymaga szeregu przejéé¢ ustanawiajacych wzajemne relacje
pomiedzy rozmaitymi obiektami kombinatorycznymi (tj. Sciezki Schrodera, Dycka, ukorze-
nione drzewa planarne, funkcje parkingowe, czy diagramy jednokomoérkowe). Praca z tym
wynikiem jest dostepna w znanym repozytorium internetowym arXiv i zapewne czeka na
publikacje w czasopi$mie.

Rozprawa jest zredagowana bardzo dobrze, zawiera sporo przyktadow, komentarzy, swiet-
nych rysunkéw, znakomicie ilustrujacych przedstawiany material. Czyta sie jg z prawdziwg
przyjemnoscia.

Podsumowujac stwierdzam, ze praca Macieja Kowalskiego to bardzo dobry doktorat zawie-
rajacy szereg nowych i wartosciowych rezultatéow dotyczacych arcyciekawej tematyki w obre-
bie kombinatoryki algebraicznej. Ich uzyskanie $wiadczy o znakomitym opanowaniu warsztatu
badawczego oraz sporej erudycji autora. Uwazam zatem, ze przedtozona rozprawa doktorska

spelnia wymogi ustawowe i wnosze o dopuszczenie Macieja Kowalskiego do dalszych etapow
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przewodu doktorskiego.



