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Gléwnym przedmiotem mojej dziatalno$ci naukowej sa réwnania rézniczkowe
czgstkowe, ktorymi zainteresowatem si¢ od momentu podjecia pracy w Katedrze Matematyki
Wojskowej Akademii Technicznej w 1987 roku.

Poczatkowo zajmowalem si¢ zagadnieniami granicznymi opisujacymi osrodki
sprezyste, termosprezyste oraz procesy termodyfuzji w ciatach statych. Tej tematyki dotycza
prace [1-10,18]. Przy tym prace [2,3] zostaly wykonane w ramach grantu KBN
Nr 211659101 (1991-1994) pt. “Liniowe i nieliniowe uklady réwnan réiniczkowych
czgstkowych dla osrodkéw sprezystych i termosprezystych”, ktérym kierowal prof. Jerzy
Gawinecki.

W pracy [1] uzyskano rozwigzania w postaci fal paskich w wybranych kierunkach
propagacji dla uktadu rownan izotropowej i jednorodnej teorii sprezystosci, sprowadzajgc ten
uktad do ukladu dziewigciu réwnan rézniczkowych czastkowych pierwszego rzedu. Praca ta
zostala zaprezentowana jako komunikat na konferencji Gesellschaft fiir Angewandte
Mathematik und Mechanik (GAMM, Krakow 1-5.04.1991).

Rozwigzaniom asymptotycznym po§wiecona jest praca [2]. W pracy tej rozwazano
liniowy uklad réwnan opisujacych osrodek mikrosprezysty wypelniajacy obszar Q < )3
z warunkami brzegowymi typu Dirichleta. Dla tego zagadnienia skonstruowano rozwigzanie
asymptotyczne, stosujgc metode optyki geometrycznej.

W pracy [3] udowodniono istnienie i jednoznaczno$é stabego rozwigzania dla
pierwszego brzegowo-poczatkowego zagadnienia liniowej termodyfuzji w osrodku
mikropolarnym oraz udowodniono twierdzenie o regularnosci tego rozwigzania. W tym celu
zastosowano metode Galerkina.

W 1995 roku w Instytucie Matematyki Politechniki Warszawskiej obronitem rozprawe
doktorska pt.”Zagadnienie brzegowo-poczgtkowe dla nieliniowych réwnan rézniczkowych

czgstkowych termodyfuzji cial statych”, ktérej promotorem byl prof. Jerzy Gawinecki.
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W pracy doktorskiej rozwazatem zagadnienie brzegowo-poczatkowe z warunkami
brzegowymi typu Dirichleta dla nieliniowego hiperboliczno-parabolicznego ukladu pigciu
réwnaf rézniczkowych czastkowych. Wykazatem istnienie oraz jednoznacznos¢ rozwigzania
lokalnego w czasie tego zagadnienia w klasie funkcji gladkich. W dowodzie zastosowatem
metode polgrup oraz metode Galerkina dla zlinaryzowanego problemu, nastepnie stosujac
twierdzenie Banacha o punkcie statym pokazalem istnienie rozwigzania lokalnego w czasie
dla problemu nieliniowego. Praca ta zostala zaprezentowana na konferencji The Third
International Congress on Industrial and Applied Mathematics, (GAMM-ICIAM, Hamburg
3-7.07.1995, [5)).

Analogiczne metody zostaly zastosowane w pracach [7, 8]. W pracy [7] udowodniono
istnienie i jednoznaczno$é rozwigzania lokalnego w czasie dla zagadnienia brzegowo-
poczatkowego dla parabolicznego uktadu wystgpujacego w teorii termodyfuzji cial stalych.
Podobny rezultat dla brzegowo-poczatkowego zlinaryzowanego zagadnienia mikropolarnej
teorii sprezystosci udowodniono w pracy [8]. Przypadek nieliniowy tego zagadnienia zostat
zaprezentowany na konferencji Gesellschaft fiir Angewandte Mathematik und Mechanik
(GAMM, Géttingen 2-7.04.2000, [10]).

Ostatnia praca z tego cyklu badaf [18] pokazuje istnienie eksplozji rozwiazania dla
zagadnienia brzegowo-poczatkowego nieliniowej hipersprezystosci. W pracy tej pokazano
istnienie oraz jednoznaczno$é lokalnego w czasie gladkiego rozwigzania tego zagadnienia.
Nastepnie korzystajac z wynikéw A. Majdy udowodniono, ze dla specjalnej postaci funkcji
energii materiatu hipersprezystego nastepuje eksplozja rozwigzania w pewnym momencie
czasu. Wynik ten zostal zaprezentowany na konferencji Gesellschaft fiir Angewandte
Mathematik und Mechanik (GAMM, Metz 12-16.04.1999, [9]).

W roku 2000 rozpoczalem wspétprace naukowa z prof. Wojciechem Zajaczkowskim,
profesorem w Instytucie Matematycznym PAN. Efektem tej wspélpracy byt méj udziat
w realizacji kolejnych grantéw kierowanych przez prof. W. Zajaczkowskiego.

W ramach grantu KNB Nr 2P03A00223 (2002-2005) pt. , Nieliniowe uklady
ewolucyjne - globalne wilasnosci” zrealizowatem bardzo wazny cykl prac, ktéry
zatytulowatem ,,Stabilno§é rozwiazan dla nieliniowych réwnan magnetohydrodynamiki
tych badan przedstawitem na konferencji “Regulartity and other aspects of the Navier-Stokes
equations”( Bedlewo, 10-16.09.2005).
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Badany problem mozna opisaé nastepujaco.

W obszarze < R ograniczonym swobodng powierzchnig S¢ znajduje si¢ ciecz.
W obszarze Dy zewnetrznym do Q: znajduje sie gaz pod stalym cisnieniem. Dodatkowo
w obszarze Dy jest pole elektromagnetyczne generowane przez pewne zrodlo znajdujace sig
na zewnetrznym statym brzegu B obszaru D. Wtedy ruch cieczy w obszarze € jest opisany
za pomoca réwnan magnetohydrodynamiki. W obszarze D, ktory jest dielektrykiem (gazem)
mamy jedynie pole elektromagnetyczne, zatem réwnania magnetohydrodynamiki ulegaja
odpowiedniej redukcji poniewaz nie ma ruchu cieczy w obszarze Di. Na swobodne;
powierzchni St = 8Q¢ N 8D zakladamy odpowiednie warunki transmisji na pole elekiryczne
i magnetyczne oraz warunki brzegowe.

Glowne rezultaty dotyczace tej tematyki sa zawarte w pracach [11-16]. Réwnania
magnetohydrodynamiki przedstawili i opisali L. Landau i E. Lifschitz w monografii:
Electrodynamics of Continous, Media, Nauka, Moskwa 1986.

Prace [11-14] dotycza przypadku niescisliwego, czyli zakladamy, Zze gestos¢ cieczy
jest stata. Omoéwig teraz zawarto$é tych prac.

W pracy [11] udowodnitem istnienie rozwigzania lokalnego w czasie tego
zagadnienia. W tym celu zapisalem réwnania we wspolrzgdnych Lagrange’a zwigzanych
z predkoscig cieczy. Dzieki temu mozna byto rozwaza¢ réwnowazny problem w stalym
obszarze Q c %R Nastepnie zlinearyzowatem badany problem, gdzie wspdlrzedne
Lagrange’a zwigzano z dang bezdywergencyjng funkcja. Metoda Galerkina pokazalem
istnienie lokalnego w czasie rozwigzania stabego tego zagadnienia. Ze wzgledu na warunki
transmisji na brzegu obszaru Q podniesienie regularnosci rozwigzania stabego dla tego
problemu wymagalo rézniczkowania rownan ukiadu. Uzyskano w ten sposdb nieréwnosé
energetyczng o regularnosci H®> wzgledem zmiennych przestrzennych. W koncu stosujac
metode kolejnych przyblizefi, udowodnitem istnienie regularnego lokalnego w czasie
rozwigzania badanego zagadnienia.

W pracy [12] udowodnilem, ze jesli predko$é cieczy w chwili poczatkowej, pole
magnetyczne i elektryczne na brzegu B oraz sily zewnetrzne i ich pochodne w obszarze Q) s
dostatecznie male, to czas istnienia rozwigzania lokalnego uzyskanego w pracy [11] mozna
dowolnie wydtuzy¢; podobnie jak w [11] pokazalem, ze dobierajgc odpowiednio mate
omawiane dane, mozna zastosowaé metode kolejnych przyblizen w przypadku, gdy czas
istnienia rozwigzania lokalnego tego zagadnienia moze by¢ dowolnie dhugi.

W pracach [13, 14] udowodnilem istnienie globalnego w czasie rozwigzania tego

zagadnienia, zakladajac odpowiednig postaé warunkéw brzegowych na swobodnej
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powierzchni S¢. W tym celu zatozylem dostateczng matos¢ predkosci cieczy w chwili
poczatkowej oraz pola elektrycznego i magnetycznego i ich pochodnych wzglgdem zmiennej
czasowej na brzegu B. Ponadto zalozylem brak dziatania innych sit zewngtrznych. Nast¢pnie
zbudowatem odpowiednig nieré6wnoéé rézniczkows oraz udowodnilem specjalng nier6wnosé
typu Korna, dzigki ktorym pokazalem, ze ksztalt obszaru € ulega dostatecznie mate]
deformacji w czasie przy zalozeniu o malosci omawianych wczesniej danych oraz
wykorzystaniu faktu, ze wtedy rozwiazanie lokalne badanego zagadnienia mozna dowolnie
wydluzyé. Otrzymane w ten spos6b rezultaty i przyjete zatozenia pozwolity w koncu na
wykazanie, Ze rozwiazanie to mozna przedtuzaé krok po kroku uzyskujac rozwigzanie
regularne, globalne w czasie tego zagadnienia.

Prace [15, 16 ] dotycza przypadku cieczy Scisliwej, czyli przy zatozeniu, ze gestosé
cieczy jest funkcjg czasu oraz zmiennych przestrzennych. W pracy [15] udowodnitem
istnienie rozwigzania lokalnego w czasie dla tego zagadnienia analogiczne jak w pracy [11].
W pracy [16] udowodnitem istnienie rozwigzania globalnego w czasie tego zagadnienia
podobnie jak w pracy [14], wykorzystujac fakt, ze analogicznie jak w przypadku
niedci§liwym, przy odpowiednich zalozeniach o danych czas istnienia rozwigzania dla
zagadnienia $ci§liwego mozna dowolnie wydtuzyé. Uzyte metody byly identyczne jak w
przypadku niescisliwym, ale zmienna ggsto$¢ cieczy powodowata dodatkowe trudnosci
rachunkowe.

Ten cykl prac pokazuje, ze przy przyjetych zatozeniach o matoéci niektérych danych
mozna utrzymacé ciecz znajdujaca si¢ w obszarze  ograniczonym swobodng powierzchnia S
w dowolnie dhugim czasie w stanie bliskim stanu rownowagowego, dziatajgc na nig polem
elektromagnetycznym, ktérego zrédio znajduje si¢ na zewngtrznym wzglgdem obszaru €
statym brzegu B. Trzeba podkresli¢, ze otrzymane rezultaty wymagaly przezwycigzenia
duzych trudnosci technicznych, w szczegélno$ci ze wzgledu na postawione warunki
transmisji na swobodnym brzegu S; oddzielajacym obszar Q; od zewnetrznego obszaru Di
wzgledem €, w ktérym znajduje si¢ gaz. Podniesienie regularnosci do H3, rozwigzania
stabego dla zlinearyzowanego zagadnienia wymagalo rézniczkowania réwnan ukiadu
wzgledem zmiennych przestrzennych i czasowych. Poniewaz S¢ byto swobodnym brzegiem,
prowadzito to do bardzo skomplikowanych i Zmudnych obliczen. Ponadto udowodnienie
nieréwno$ci rozniczkowych implikujacych istnienie globalnych rozwigzan badanych
probleméw wymagato wykazania oszacowan rozwigzan w otoczeniu swobodnej powierzchni

St, przy zastosowaniu techniki lokalizacji oraz odpowiednich na niej warunkéw zgodnosci.
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Teraz opisze kolejny bardzo wazny kierunek moich badaf, ktéry zatytutowatem
»Przeplywy przez obszary cylindryczne”.

Prace [17, 19, 20, 21] z tego cyklu zostaly zrealizowane w ramach grantu KBN
Nr 1 P03A02130 (2006-2009) pt. ,, Réwnania osrodkdw cigglych: wiasnosci i struktura
rozwigzan”, a prace [22-25] w ramach grantu MNiSW Nr NN 201396937 (2009-2012) pt.
Wiasnosci rozwigzan réwnar mechaniki osrodka cigglego i struktur geometrycznych”.
Najwazniejsze rezultaty tych badan przedstawilem na konferencji “Regularity Aspects of
PDE” (Bedlewo 5-11.09.2010).

W pracach [17,19] rozwazalem przeplyw cieczy niescisliwej przez obszar
cylindryczny Q < R3 nie osiowo symetryczny i réwnolegly do osi x3. Przeplyw jest opisany
rownaniami Naviera-Stokesa, dla ktorych postawilem warunki brzegowe typu poslizgu na
brzegu obszaru Q oraz wplyw i wyplyw cieczy z tego obszaru przez czg$¢ brzegu obszaru
prostopadtego do osi x3.

W pracy [17] pokazatem istnienie rozwigzania o regularnosci W%‘l(Q x (0,T)) dla
tego problemu, gdzie czas istnienia rozwigzania T jest dowolnie dlugi. Dow6d wymagal
zalozenia matosci pochodnych strumienia wplywu i wyptywu cieczy, trzeciej skladowej sit
zewnetrznych oraz pochodnej wzgledem x3 sit zewnetrznych i pre¢dkosci poczatkowej cieczy.
Strumien wplywu i wyplywu cieczy, dwie pierwsze skladowe sit zewngtrznych
predko$¢ poczatkowa cieczy mogg byé dowolne. W dowodzie rozwazalem szereg
pomocniczych probleméw, ktére powstaly z omawianego zagadnienia poprzez
zrézniczkowanie réwnan Naviera-Stokesa wzgledem zmiennej x3. Dzigki temu podniostem
regularno$é stabego rozwigzania i zbudowalem nieréwnos$¢ energetyczng o regularnosci
W%’l(Q x (0,T)). Nastepnie rozwazatem problem zlinearyzowany, gdzie dla danych dobratem
takie przestrzenie aby zostaly spetnione zatozenia twierdzenia Leray-Schaudera o punkcie statym.

Praca [19] dotyczy dowodu istnienia rozwiazania globalnego w czasie dla tego
zagadnienia. Dowdd przebiegal podobnie jak w pracy [17] oraz przyjeto analogiczne
zalozenia o maloéci danych. Najpierw przemnozytem réwnania Naviera-Stokesa przez
odpowiednig funkcje wycinajacg zmiennej czasowej. Dzigki temu uzyskalem pomocnicze
zagadnienie z jednorodnymi warunkami poczatkowymi, do ktérego zastosowatem podobne
metody jak w pracy [17] oraz fakt, ze czas istnienia rozwigzania lokalnego jest dowolnie
dlugi. W koricu wykazatem, ze predkosé przeptywu cieczy mozna kontrolowa¢ w dowolnym
przedziale czasowym (KT, (k + 1)T), co pozwolito przediuzaé rozwigzanie krok po kroku
i uzyskaé rozwigzanie globalne w czasie dla problemu pomocniczego i tym samym dla

zagadnienia wyj$ciowego.
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Prace [20, 21] dotycza istnienia i regularnosci atraktora dla rozwigzania omawianego
problemu. Uzyte w tych pracach metody pochodzg z monografii V. Chepyzhov, M. Vishik:
Attractors for Equations of Mathematical Physics, Amer. Math. Soc. RI, 2001. Dowody
przeprowadzone w pracy [20] wykorzystuja istnienie globalnego w czasie rozwiazania
zagadnienia przeptywu, ktére zostalo wykazane w pracy [19]. Najpierw pokazalem, ze
rozwiazanie tego zagadnienia dla czasu wigkszego od pewnego to nalezy do pewnej kuli
w przestrzeni funkcji bezdywergencyjnych z norma Ly (€2), ktére spelniaja warunki brzegowe
analogiczne jak predko$é cieczy oraz dla ktorych pochodna wzgledem x3 jest dostatecznie
mala. Nastepnie, wykorzystujac specjalng posta¢ nieréwnosci Gronwalla, pokazalem
analogiczny fakt dla przestrzeni z normg H'(Q), co pozwolito zastosowa¢ odpowiednie
twierdzenie z cytowanej monografii i wykaza¢ istnienie globalnego zwartego atraktora dla
omawianego zagadnienia. W dalszej czgsci udowodnitem twierdzenie o zbieganiu
rozwiazania tego problem do rozwiazania stacjonarnego gdy t—>oo, przy zalozeniu, ze sily
zewnetrzne oraz strumiefi wplywu i wyptywu daza odpowiednio do przypadkow
stacjonarnych tych danych.

W pracy [21] podwyzszylem regularno$é otrzymanego atraktora dla klasy H%(Q),
wykorzystujac rezultaty z pracy [20] oraz rozwazajagc zagadnienia ~ pomocnicze
o jednorodnych warunkach brzegowych.

Nastepnym problemem, ktérym si¢ zajmowalem w tym cyklu prac jest zagadnienie
przeptywu cieczy prze obszary cylindryczne, w ktérym réwnanie przeplywu jest sprz¢zone
z nieliniowym réwnaniem na temperature. Zatozylem, ze obszar Q oraz warunki brzegowe na
predkos¢ cieczy sg analogiczne jak z pracy [17], przyjatem takze te same zalozenia o matosci
danych. W pracy [22] rozwazalem przypadek Q c R2, ktéry jest szczegllnie prosty ze
wzgledu na istnienie globalnego w czasie regularnego rozwigzania dla réwnania Naviera-
Stokesa. Najpierw wykazalem ograniczonos¢ temperatury dla dowolnego czasu, co pozwolito
oszacowaé nieliniowe wyrazenie na temperatur¢ wystgpujace w rownaniu przeplywu.
Nastepnie rozwazylem pomocnicze zagadnienia z jednorodnymi warunkami brzegowymi.
Dzigki temu zbudowalem nieréwno$¢ energetyczng na predkos¢ cieczy o regularnosci
W(ZI'l(Q x (0,T), q (1,6), gdzie T jest dowolnie duze. W koficu do zlinearyzowanego
zagadnienia zastosowalem twierdzenie Leray-Schaudera o punkcie stalym.

Praca [23] dotyczy przypadku tréjwymiarowego tego zagadnienia. Rozwigzania
rownania na temperature poszukiwalem w przestrzeniach Holdera, aby mozna bylo
wykorzysta¢ zasade maksimum dla rownan parabolicznych i w ten sposdb pokazac

ograniczono$é temperatury dla dowolnego czasu. Nastgpnie rozwazylem kilka problemow
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pomocniczych, ktére powstaty z omawianego zagadnienia poprzez zrézniczkowanie réwnan
ukladu wzgledem zmiennej x3. Pozwolito to zbudowaé nier6wnos¢ energetyczng
o odpowiedniej regularnosci, a nastepnie zastosowaé twierdzenie Leray-Schaudera o punkcie
staltym dla problemu zlinearyzowanego.

W pracy [24] rozpatrzylem omawiany problem z jednorodnymi warunkami
brzegowymi, czyli zatozytem brak wptywu i wyptywu cieczy z obszaru Q2 N3, Wtedy przy
przyjetych wezesniej zalozeniach o matosci danych pokazatem istnienie globalnego w czasie
rozwiazania tego zagadnienia. Najpierw pokazalem ograniczono$¢ temperatury dla
dowolnego czasu. Nastepnie udowodnitem istnienie rozwiazania tego zagadnienia w kazdym
przedziale czasowym (kT, (k + 1)T), gdzie T jest dowolnie duze, stosujac metody analogiczne
jak w pracy [23]. Nastepnie, zaktadajac odpowiedni warunek na sity zewnetrzne, pokazano
ze predko$é cieczy oraz temperature mozna kontrolowa¢ na kazdym odcinku (KT, (k + 1)T).
To pozwolito dowies¢ istnienia rozwigzania globalnego tego zagadnienia przez przediuzanie
rozwigzania lokalnego krok po kroku.

Ostatnia praca w tym cyklu [25] dotyczy istnienia i regularnosci atraktora dla
rozwiazania zagadnienia omawianego w pracy [24]. Zastosowane tutaj metody sg identyczne
jak w pracy [20,21], czyli najpierw w oparciu o prace [24] wykazatem istnienie globalnego
atraktora dla omawianego zagadnienia, a nastepnie pokazalem zbiezno$¢ rozwigzania tego
zagadnienia do rozwigzania stacjonarnego oraz w koficu podniostem regularnos¢ atraktora do

klasy H¥(Q).

W pracach tego cyklu po raz pierwszy pokazalem istnienie rozwigzan prawie
globalnych i globalnych w czasie dla zagadniefi przeptywu przez obszary cylindryczne nie
osiowo symetryczne z wptywem i wyplywem bez zalozef o matosci danych poczatkowych
strumienia wptywu, wyplywu oraz sit zewngtrznych. Zatozylem jedynie matos¢ pochodnych
tych danych oraz trzeciej skladowej sit zewngtrznych. W dowodach istnienia rozwiazan dla
tych probleméw wykorzystatem twierdzenie o punkcie stalym Leray-Schaudera, ktore
wymagalo zbudowania nieréwnoéci rézniczkowych o odpowiedniej regularnosci. Nastepnie,
dobierajac odpowiednie przestrzenie dla danych w problemach zlinearyzowanych,
pokazalem ze spetnione sg zatozenia tego twierdzenia. Stanowito to duza trudnos¢ ze wzgledu
na odpowiednie zaleznosci migdzy przestrzeniami, do ktérych nalezg dane oraz rozwigzania
tych zagadniefi. Prace te mogg stanowi¢ punkt wyjscia do badania przeplywow przez obszary

cylindryczne o zmiennym przekroju.
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Najnowszym obszarem moich zainteresowan s3 teoretyczne podstawy kryptologii.
W zwiazku z tym bylem wykonawca w projekcie  rozwojowym Nr O R00 0043 07,
pt. , Demonstrator technologii generatora koprocesora kryptograficznego operujqcego na
elementach z ciala GF(Q2")”, ktéry zostal zrealizowany przez Instytut Matematyki
i Kryptologii WCY WAT i firm¢ WASKO S.A., (2009-2011) pod kierunkiem prof. Jerzego
Gawineckiego. M6j udziat dotyczyl opisu metod matematycznych uzytych w tym projekcie.

Wybrane fragmenty tego opisu stanowia podstawe obszernego podrgcznika algebry
abstrakcyijnej ,,Algebra dla kryptologow” [33], ktorego jestem autorem. W zatozeniu ksigzka
ta miala byé podrecznikiem dla studentow specjalnosci ,Kryptologia”, ktora zostata
uruchomiona na Wydziale Cybernetyki Wojskowej Akademii Technicznej. Opiszg teraz jej
zawartosc.
Pierwszy rozdziat zawiera pojecia wstepne. W rozdziale drugim przedstawiono teori¢ grup
dochodzac do twierdzen Sylowa, grup rozwiazalnych i dziatania grup w zbiorach. Rozdziat
trzeci dotyczy pierécieni i cial. Przedstawiono w nim podstawowe twierdzenia dotyczace
pierscieni i cial, teori¢ podzielnosci w pierscieniach catkowitych oraz konstrukcje cial,
korzystajac z twierdzen o pierscieniach ilorazowych. Rozszerzenie cial opisano szczegdtowo
w rozdziale czwartym. Szczegdlny nacisk polozono na ciata Galois, ktére sa rozszerzeniami
cial Z, i sa szczegblnie wazne we wspolczesnej kryptologii. Nastgpnie szczegbtowo
omoéwiono wilasnoéci wielomianéw cyklotomicznych i pierwiastkéw z jednosci, ktdre sg
bardzo uzyteczne przy konstrukcji cial Galois. Rozdzial pigty dotyczy baz normalnych
w ciatach Galois, ktére ze wzgledu na swoja postaé umozliwiaja przyspieszenie obliczen
w tych ciatach. Wykazano szereg twierdzen dotyczacych generatoréw baz normalnych oraz
wielomianéw ktoérych pierwiastki sa generatorami tych baz. Na koncu podano twierdzenia
dotyczace cial Galois, w ktérych istnieja optymalne bazy normalne, szczeglnie wazne we
wspotczesnej kryptologii. Twierdzenia te w zasadzie obejmujg aktualny stan wiedzy na ten
temat. W rozdziale szostym przedstawiono teori¢ Galois. Omawiane w tej ksigzce
zagadnienia sg ilustrowane wieloma oryginalnymi przyktadami. Czgé¢ twierdzen zawiera
takze zaproponowane przeze mnie dowody. W zamierzeniu, po rozszerzeniu omawianych
tresci 1 dodaniu rozdziatéw dotyczacych krzywych eliptycznych nad ciatami skoficzonymi,
podrecznik ten ma staé si¢ monografia obejmujaca wigkszo$¢ metod matematycznych

stosowanych we wspoiczesnej kryptologii.
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HABILITACJA

W mojej habilitacji rozwazam lepki, niescisliwy i $cisliwy problem dla réwnafi
magnetohydrodynamiki (MHD) ze swobodnym brzegiem. Rezultaty badaf sa opisane
w pracach [11-16, 24, 25, 28-31] wykazu publikacji. Prace [11-16] nie zawieraja wszystkich
szczegblowych obliczen i sa w nich pewne drobne niejasnosci, stad nie zostaty odpowiednio
wysoko ocenione w mojej poprzedniej aplikacji na stopien doktora habilitowanego.

Dlatego prace [24,25, 28-31] zostaly rozbudowane i zawierajg wszystkie niezbgdne rachunki.

Prace te [11-16, 24, 25, 28-31] przedstawiam jako osiggnigcie naukowe

w rozumieniu art. 16 Ustawy o stopniach i tytule naukowym i tytule w zakresie sztuki.

Tematem mojej habilitacji sa twierdzenia o istnieniu regularnych rozwigzan dla

nastepujacego problemu magnetohydrodynamiki.

1
Najpierw rozwazamy przypadek $cisliwy. Wtedy w obszarze €, jest rozpatrywany

nast¢pujacy problem

(1) ply +v- V) ~dnT (v, p)=dnT(H)=pf , p=p(P),
M Il-I, = —rotll*?,rotllf . al(é+;tlvx11{),divlél =0,

2) p, +div(pv)=0 .

Natomiast w é, mamy jedynie pole elektromagnetyczne,

2 2 2 2

2
3) wH =-rotE,c,E=rotH,divH =0.

e,



Musimy jeszcze dodaé warunki Cauchyego.

i

(4) H |/=0= HO’Q’|I=0 = QO,i = 1, 25 Sl|,=0 = SO *
Ponadto na powierzchni S, sa zadane nastepujace warunki transmisji:

1 - 2 = -
(5) Ete=E7te , a=12 , gdzie 7. jest wektorem stycznym do S,,

— - 1 _ - 2 —
nxte-H=nxte-H , a=12 , gdzie n jest wektorem prostopadtym do S, ,

I - 2 -
oraz yH-n=u, Hn.

Ponadto zakladamy warunki brzegowe na powierzchni B.
2 —
6) Hl|=H. |, jH, ndB =0,
B

Dalej bedziemy uzywad nastgpujace oznaczenia:

tensor napr¢zen

T(v,p)=vD()-pl , gdzie D)= ';‘{Vu, +v,

i }i, =123

oraz I jest macierza jednostkowa,

1
T(H)=u{H,.Hj—55,.jH2} \
i,/=1,2,3
o jest stalg przewodnosci elektrycznej,

u  jest stala przenikalnosci magnetycznej,

v jest stalym wspbtczynnikiem lepkosci.

W przypadku niescisliwym p = const w (1), p=p(x,t) oraz (2) jest zastapiona przez
réwnanie

(7 divv=0.

W przypadku jednorodnym p=p(x,t) w (1) i (2) jest zastgpione przez réwnania

8) p+v:Vp=0, divv=0.

Warunki transmisji mozna nastepujaco nog6lnic:

[E-¥a]=E-?a—125-?a £0 , [H]#0.

W pracach [11-16] problemy (1) — (8) byly rozwazane ze skokiem pola magnetycznego na S
czyli:

[H] # O.

. b G i



MHD nie jest prostym sprzezeniem réwnan Maxwella i rownania Naviera—Stokesa,

poniewaz gesto$é ladunku p, w tym przypadku nie jest istotna. Nalezy takze zauwazy¢, ze w

. 0
MHD sita elektryczna gE jest mata w poréwnaniu do sity Lorentza i ze wkiad wyrazu %
dla zasady zachowania tadunku
~__0p : i
9 V.3=- —&—e jest takze nieistotny.
Stad roéwnanie (9) przyjmuje postaé
(10) V.3=0.

Ggestosé fadunku p, wystepuje w prawie Gaussa.
V-3=p,/e, gdzie & przenikalno$¢ elektryczna swobodnej przestrzeni. Dalej bgdziemy
pomijaé p,.

Poniewaz w MHD przemieszczenie Zrédel jest mate w stosunku do zrédel gestosci

pradu 3 , zatem rownanie Ampera—Maxwella
OF
DxB=u(3+e,—) ,
#( Py )
gdzie B jest indukcjg magnetyczna redukuje si¢ do réwnania Ampera
DxB=u3 .

Ostatecznie uwzgledniajgc wszystkie uwagi otrzymujemy nastepujacg posta¢ rownan MHD

postaci:

1. Prawo Ampera i zachowanie tadunku

DxB=u3 , V-3=0.
2. Prawo Faradaya i solenoidalne ograniczenie brzegu B

D><E=—a—B , V:B=0.
ot

3. Prawo Ohma i sita Lorentza

S=0(E+vxB) F=3x8B.

Jezeli potgczymy prawo Ohma, rownanie Faradaya i prawo Ampera otrzymamy

B =Vx(VxB)+AV’B , A=(uo)™.

W problemie (1) — (8) mozna wyeliminowaé B poniewaz

(11) B=uH .
g [y b



2 2
Wiemy, ze H wobszarze €, spelnia uktad paraboliczny postaci

2 2
(12) Hi =~ ! rot* H , wiec warunek Dirichleta na powierzchni B jest dobrze

M0,

postawiony.

Ponadto H, moze byé¢ traktowane fizycznie jako rzut na B pola magnetycznego

generowanego przez pewne zrodio znajdujace si¢ odpowiednio daleko od powierzchni B.

Habilitacja jest podzielona na trzy czesci: przypadek niescisliwy MHD prace [11, 12,
14, 16, 24, 25, 29], niejednorodny prace [30, 31] oraz przypadek $cisliwy prace [13, 15, 28].
Oczywiscie przypadek $cisliwy jest najtrudniejszy. Ale stosowane metody i okreslenia s

podobne jak w pozostalych przypadkach.
Rozwazmy przypadek niescisliwy.

Poniewaz omawiany problem jest problemem ze swobodna powierzchnig wigc wygodnie
bedzie uzy¢ wspdtrzgdnych Lagrangea.

i
W obszarze €, =zakladamy ruch cieczy zatem predko$¢ cieczy jest dana.

Dlatego wprowadzamy wspolrzedne Lagrangea ¢ jako warunki poczatkowe nastgpujacego

zagadnienia Cauchyego.

dx 1
(13) E=v(x,t) s X|=¢ w Q.

Zatem niesci§liwy przypadek MHD (1) — (8) moze by¢ zapisany we wspoirzednych

2
Lagrangea. Ale potrzebujemy takze wspolhrzednych Lagrangea w obszarze (), poniewaz

! 2
rozwazane problemy w Q, i €, sa ze soba powigzane. Wigec wprowadzamy predkosé w

2
Q, jako rozwiazanie zagadnienia.

2 2 2
(149) wvw—-vAv+Vo=0 w Q,
2
div v=0 w Q.

2 2
v=v mna S,, v[;=0.

2
Dlatego mozemy wprowadzi¢ wspotrzedne Lagrangea & w €, jako

2

dx 2
(15) E=v(x,t) s X| =& w Q.

12 /7(‘9‘ 7/"7£’



Majac wspélrzedne Lagrangea transformujemy problem (1) — (8) do statego poczatkowego

1 2
obszaru Q,UQ, z warunkami transmisji na So. Problem ten jest bardziej skomplikowany niz

we wspotrzednych Eulera, ale rozwazany jest w stalej przestrzeni. Wprowadzajac przejscie
miedzy wspotrzednymi Lagrangea i Eulera

1

(16) x(§,t)=§+j§(§,t')dt' in Q,

x(é,t)=/,’+j.i(§,t')dt' in é, 3

gdzie v(&,1) =v(x(&,1),1) , réwnania (1), (2), (3) w przypadku niescisliwym przyjmuja

postaé
- - — 0
(A7) vi—-div..(v,p)-div.T(H)=f

(18) V.-v=0,

L L - L - L
(19) ,ulH,+Lrot§H=ﬂrot;v><H+,ulv-V;H ,

g O

2

2 2 2 2
(20) y2H,+irot§H=y2v.v H,

o :
. 0¢, 0 . . .
gdzie V- =6_|"="(5”) E oraz ostatnie wyrazy z prawej strony (19) i (20) s3
x i

i

wprowadzone poniewaz w réwnaniach dla pola magnetycznego wyrazy v-VH  nie
pojawiaja si¢.

Nastgpnie linearyzujemy rozwazany problem. Istnienie rozwigzania pokazujemy metoda
Faedo-Galerkina, gdzie pokazujemy istnienie bazy fundamentalnej dla rozwazanego
problemu [29]. Nastepnie metoda kolejnych przyblizen pokazujemy istnienie rozwigzania

lokalnego w czasie.

i 3
Rozwigzanie otrzymujemy w nastgpujacych przestrzeniach H,ve L,(0,T;H) ,

i 2
H,v,eL(0,T;H) , i=1,2. Poniewaz stosujemy podejscie L, — wiec regularnosé jest

najnizsza z mozliwych.

Jolse 7 e,



W celu udowodnienia istnienia rozwigzania globalnego w czasie dla badanego przypadku

MHD rozwazamy nieréwnosé¢ rézniczkowa postaci

21

gdzie

d
;¢+¢SC¢(I+¢+¢2)¢+CIIJ’|I“ o
! Ly ()

+e|| £1F,
r3 o

4

e | ! j FOx,tNaxde' [P +c| j v(0)dx [

+e||GI?, 5 +ellG,IP . s
rh () L)

15

k=1
2 _ [ 2
|| u Hl";‘(ﬂ)— ; ll aru IIHk—I(Q) >

2

2 i
w(t)=IIVI|§21 HIHI +X0)
0 i=1

@) T5()
, 2 i 2

O, +2IH

$OI g, 2NN

G=—,u2;‘v]n +Lrot21‘:f‘ .

o,

—_~ 2
ponadto H+ jest przediuzeniem H, na Q, (patrz (6)).

sgsiedztwie powierzchni St .

Ostatecznie X(¢f) zawiera tylko pochodne w kierunku stycznym w pewnym

Nier6wno$é (21) rozpatrywana z odpowiednio matymi danymi daje przy duzym czasie T

nieré6wnos¢

(22)

e((k+DT)<@(kT) dlakazdego keN .

Z tej nieréwnosci wynika istnienie globalnego w czasie rozwiazania rozwazanego problemu,

gdzie rozwigzanie lokalne przedtuzamy krok po kroku w czasie.

W przypadku $cisliwym i niejednorodnym MHD w celu udowodnienia istnienia globalnego

w czasie rozwigzania stosuje sie analogiczne metody jak w przypadku niescisliwym.
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