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Wstep

Treéé¢ skryptu odpowiada semestralnemu wyktadowi Rownania Roznicz-
kowe Czgstkowe, ktory prowadzilem w roku akademickim 2004/05 oraz
2005/06 na Wydziale Matematyczno-Przyrodniczym Akademii Swietokrzy-
skiej w Kielcach. Skrypt zawiera wprowadzenie do teorii réwnan rézniczko-
wych czastkowych rzedu 1, klasyfikacje rownan liniowych rzedu 2, klasyczne
omoéwienie trzech najwazniejszych réwnan fizyki matematycznej, a miano-
wicie réwnania Laplace’a (i Poissona), przewodnictwa cieplnego i falowego,
wprowadzenie do teorii transformacji Fouriera, podstawowe fakty z teorii
przestrzeni Sobolewa oraz glowne wyniki z teorii réwnan 2 rzedu w prze-
strzeniach Sobolewa. Uzupelnieniem czeéci teoretycznej jest wybér przykta-
dowych zadan egzaminacyjnych. Z uwagi na szczuptos¢ miejsca wiele aspek-
téw nowoczesnej teorii rownan rézniczkowych czastkowych zostato pominie-
tych. Réwniez dowody niektérych twierdzen zostaly pominiete. Czytelnika
zainteresowanego glebszym poznaniem rownan czastkowych odsytamy do na-
stepujacych podrecznikow:

e L. Evans, Rownania rozniczkowe czgstkowe, PWN, 2002.

e H. Marcinkowska, Wstep do teorii rownan rozniczkowych czgstkowych,
PWN;, 1986.

e V. P. Mikhailov, Differencjalnye uravnienia v castnych proizvodnych,
Moskva, 1983.

Szczegoblnie warty polecenia jest nowoczesnie napisany podrecznik L.
Evansa, ktory w opinii autora tego skryptu powinien si¢ znalez¢é na poétce
kazdego matematyka.
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1. Wprowadzenie

Roéwnania rézniczkowe czastkowe stanowia niezwykle obszerng dziedzine
matematyki, taczaca sie z innymi galeziami matematyki jak: analiza mate-
matyczna, analiza funkcjonalna, geometria rézniczkowa, rachunek prawdopo-
dobienstwa geometria rozmaitosci topologia... . Tego ogromu powiazan nie
sposOb przedstawic jest w trakcie semestralnego wyktadu. Poczatki badania
rownan czastkowych siegaja XVIII wieku i prac Daniela Bernoulliego i Jeana
d’Alamberta poswieconych badaniu rozwigzan réwnania struny. Natomiast
wspolczesnej teorii rownan nie sposob przedstawi¢ bez pomocy metod ana-
lizy funkcjonalnej. Przyktady ilustrujace sposoby rozwiazywania poszczegol-
nych réwnan sa czesto nietatwe z uwagi na dtugie rachunki. Niektére z tych
przyktadéw mialy w swoim czasie przelomowe znaczenie dla rozwoju mate-
matyki. Np. teoria szeregéw Fouriera wyrosta z préb rozwiazywania rownania
falowego i réwnania ciepta; natomiast teoria przestrzeni Hilberta ma swoje
korzenie w badaniach rownan Laplace’a i Poissona.

Faktycznie nie istnieje co$ takiego jak ogdlna teoria réwnan réznicz-
kowych czastkowych; nie ma praktycznie zadnych twierdzen dotyczacych
wszystkich lub wigkszosci rownan rézniczkowych czastkowych. Na ogét twier-
dzenia dotycza jednego réwnania lub konkretnej klasy rownan. Podczas bada-
nia réwnan czastkowych czesto warto odwolywaé sie do motywacji fizycznej
danego réwnania. Na ogot z fizyki wynika, ktére z rownan sg wazne, gdyz opi-
suja wazny proces fizyczny. Znajomos¢ fizyki pozwala takze na interpretacje
wynikow i wzoréw oraz daje pelniejszy obraz teorii.

Z tego co wyzej zostalo powiedziane wynika, ze nie warto podawac¢ ogol-
nej definicji réwnan czastkowych. Zamiast tego podamy kilka przyktadéw.
Blizszym omowieniem niektérych z nich zajmiemy sie na dalszych wykta-

dach.

1.1. Przyktady rownan

A. Roéwnania liniowe.
1. Rownanie transportu

2. Roéwnania Laplace’a i Poissona

9%u

Au=0, Au=f(z) gdzie Au= pre

=1

3. Réwnanie ciepta



4. Réwnanie Schrodingera

zg—? = Au.
5. Réwnanie falowe

Pu_

o2

B. Rownania nieliniowe.
6. Semiliniowe réwnania Poissona, ciepta i falowe

—Au = f(z,u),
Uy — Au = f(iL',U),
ury — Au = f(z,u).

7. Réwnanie Kortewega-de Vriesa
Ut + U Uy + Uz = 0.

8. Rownanie powierzchni minimalnych

div (ﬁ) —0,

gdzie u : R" — R", Vu = (29 ... 9% div(uy, ..., u,) = 39 4. 4 o

u
Ox17 " Oxp, Oz oz, *

1.2. Rozwigzanie réwnania

Majac zadane rownanie rézniczkowe musimy sobie zadaé¢ pytanie czym
moze by¢ jego rozwigzanie. Wydaje sie, ze jest naturalne zada¢ aby roz-
wiazanie rownania rozniczkowego rzedu k (tzn. takiego, w ktérym wystepuja
pochodne czastkowe do rzadu k) byto funkcja przynajmniej k-krotnie réznicz-
kowalng w sposob ciagly. Wtedy wszystkie pochodne sa funkcjami cigglymi
i jest jasne, ze réwnanie jest spelnione gdy jest spelnione tozsamosciowo.
Takie rozwigzanie nazywamy klasycznym. Okazuje si¢ jednak, ze dla wielu
rownan rozwiazania klasyczne nie istnieja lub tez ich znalezienie jest ktopo-
tliwe. Przyktadem tutaj moze by¢ skalarne prawo zachowania

ur + F(u), =0

opisujace model powstawania i rozchodzenia si¢ fal uderzeniowych. Otz
czoto fali uderzeniowej jest krzywa wzdtuz ktorej rozwiazanie nie jest ciagte.
Zatem musimy dopusci¢ rozwiazania, ktore nie sa nawet funkcjami ciggtymi.
Rozwigzania takie nazywa si¢ stabymi lub uogolnionymi. Jak si¢ wkrotce
przekonamy istnienie stabych rozwigzan wynika ze stosunkowo tatwych osza-
cowan uzupelnionych ideami analizy funkcjonalnej. Natomiast wykazanie ich
regularnodci jest oparte na zawilych nieréwnosciach catkowych.
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7 rozwiazywaniem réwnan wiaze si¢ pojecie zagadnienia poprawnie po-
stawionego. Ot6z zagadnienie nazywamy poprawnie postawionym jesli spel-
nione sa trzy warunki

a) Zagadnienie ma rozwiagzanie (w danej klasie funkcji);
b) Rozwiazanie jest jedyne (w tej klasie funkcji);
¢) Rozwiazanie zalezy w sposéb ciagly od danych.

1.3. Przykfady zagadnien dla réwnan czastkowych

— Problem poczatkowy dla réwnania ciepta
uy = Au,
{ u(0,z) = ¢(z),
gdzie ¢ jest zadang funkcja.
— Problem poczatkowy dla réwnania falowego
uy = Au,
u(0,z) = f(z),
ut(O,IL') = g(CC),
gdzie f, g sa zadane.
— Problem brzegowy dla réwnania Laplace’a

Au =0,
Upn = 9,

gdzie g jest funkcja zadana na brzegu obszaru 2.

2. Réwnania rozniczkowe czastkowe rzedu 1

2.1. Réwnanie transportu

Jednym z najprostszych réwnan rézniczkowych czastkowych jest réwna-
nie transportu.
(1) us +b-Vu =0,
gdzie u = u(t, z) jest funkcja okreslona na Ry x R", b € R", Vu = (8‘9—;‘1, s
%) jest gradientem funkcji u, a - oznacza iloczyn skalarny. W celu rozwiaza-
nia réwnania (1) zauwazmy, ze rOwnanie to oznacza, ze pochodna kierunkowa
funkcji u w kierunku wektora v = (1,b) € R™ ™! znika. Zatem ustalajac do-
wolny punkt (t,z) € Ry x R" i kladac dla s € R

z(s) = u(t + s,z + sb)
dostajemy
dz(s)
ds

Zatem z(s) jest funkcja stata. Ustalajac warto$é rozwiagzania na kazdej prostej
réwnoleglej do wektora (1,b) dostajemy rozwiazanie réwnania (1).

= u(t + s,x + sb) + Vyu(t + s,z + sb) = 0.



2.2. Zagadnienie poczatkowe

Dla ustalenia uwagi zalézmy, ze w chwili ¢ = 0 zadana jest wartosé
funkeji u(0, x). Wéwczas zagadnienie poczatkowe
(2) us+b-Vu=0 dlat>0z¢cR",
u(0,z) =g(z) dlazeR"

ma rozwigzanie
(3) u(t,z) = g(x —tb) dla t >0,z € R".

Zatem zachodzi
Twierdzenie 1. Jesli funkcja g jest klasy C', to rozwigzanie (3) réw-
nania (2) jest rozwigzaniem klasycznym oraz jest ono jednoznaczne.

Uwaga. Jesli g nie jest klasy C!, to (2) nie posiada rozwigzania kla-
sycznego. Tym nie mniej (3) definiuje funkcje, ktéra jest jedyna kandydatka
na rozwiazanie uogdblnione (2).

Aby zdefiniowaé pojecie stabego (uogdélnionego) rozwiazania (2) pomndé-
zmy (1) przez funkcje ¢ klasy C*(R; x R™) o zwartym noéniku (V) i scatkujmy
obie strony réwnania. Dostajemy

0= ZR[ (we(t, ) +b- Vu(t,z))e(t, z)dzdt
= —7/u(t,x)gpt(t,x)dacdt— /u(O,x)gp(O,x)dw
ow R

b-u(t,x) - Vo(x)dxdt.
R?’L

o

Poniewaz u(0,x) = g(x) dostajemy wiec tozsamosé catkowa

(4) / / (u(t, z)pe(t,z) +b-u(t,z) - Vo(z))dedt + / g(x)p(0,z)dx = 0.
0 R™ R"
Zauwazmy, ze (4) ma sens nawet wtedy, gdy u jest funkcja tylko ograniczona.

Definicja. Méwimy, ze u € L®(RT x R") jest stabym rozwiazaniem
zagadnienia (2) jesli (4) zachodzi dla kazdej funkcji ¢ € Cg (R, x R").

(1) Noénikiem funkcji ciaglej ¢ nazywamy domkniecie zbioru {x : ¢(x) # 0}.
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2.3. Zagadnienie niejednorodne

W celu rozwiazania zagadnienia niejednorodnego

%) {ut+b-Vu:f dlat >0,z € R",

u(0,z) =g(z) dlaxzeR",
potézmy z(s) = u(t + s, x + bs). Wéwczas

dz

d—(s) =u(t+ s,x +bs) + Vu(t +s,x + bs) - b= f(t+ s,z + bs).
s

Zatem

u(t,x) — g(x — th) = 2(0) — z(—t) = / Zz( )ds

—t

= /f(t+s,x+sb)ds

t

_ /f(s,g;+ (s — £)b)ds.

Czyli

u(t,x) = g(x — tb) +/fsx+ (s —t)b)ds
0

jest rozwiazaniem zagadnienia (5). o

Uwaga. Zauwazmy, ze w celu rozwiazania probleméw (2) i (5) prze-
ksztalciliSmy rownania czastkowe w réwnania zwyczajne. Jest to typowa
procedura rozwiazywania rownan czastkowych rzedu pierwszego nazywana
metodq charakterystyk. Oméwimy ja doktadniej w dalszej czesci wyktadu.

2.4. Catka zupetna dla réwnania rzedu 1

Ogdlne rownanie rézniczkowe czastkowe rzedu 1 mozna zapisa¢ w postaci
(6) F(z,u,Vu) =0,
gdzie z € Q, Q jest otwartym podzbiorem R", u : @ — R, Vu = (0., u, ...,
0y, u) jest gradientem funkcji u, natomiast F':  x R x R" — R jest funkcja

gladka (rézniczkowalna w sposéb ciagly). Réwnania takie pojawiaja sie m.in.
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w mechanice klasycznej (przeksztalcenia kanoniczne), mechanice o$rodkéw
ciaglych (prawa zachowania) oraz w optyce (rozchodzenie sie fal).

Definicja. Przypusémy, ze dla kazdego parametru a € A C R" mamy

rozwigzanie u, = u(z;a) réwnania (6) klasy C2. Oznaczmy

ua1 ualml oo ualwn
(Vou, V23,u) = | ... € M(nx (n+1)).

Ug,, Ua,z, veo Ugpzy,

Wéwezas funkcje u = u(z, a) nazywamy catkq zupelng w w x A o ile
(i) u(zx,a) jest rozwiazaniem (6) dla kazdego a € A;
(i) rzad(Vau, V2, u) = n.

Warunek (ii) oznacza, ze u(x, a) faktycznie zalezy od n liniowo niezalez-
nych parametréw aq, ..., a,.

Przyktady.
1. W geometrii rézniczkowej wystepuje rownanie Clairauta

z-Vu+ f(Vu)=u, f:R"—=R.

Calka zupelna tego réwnania jest u(z,a) =a-x+ f(a), z€Q, a€R".
2. W optyce geometrycznej czoto fali opisuje rownanie eikonatu

|Vu| = 1.

Jego calka zupelna jest u(x,a,b) = ax +b, a€ S" 1 beR.
3. W mechanice najprostsze rownanie Hamiltona-Jacobiego ma postac

ur + H(Vyu) =0, H:R" —R.

Jego calka zupelna jest u(t,z;a,b) = axr —tH(a) +b, a € R" beR.

Majac dana catke zupelng réwnania (6) mozemy konstruowaé¢ bardziej
skomplikowane rozwigzania, ktére w istocie zalezg of dowolnej funkcji (n—1)
zmiennych, a nie od n parametréw rzeczywistych. Te nowe rozwigzania sa
obwiedniami catek zupeinych.

Definicja. Niech u = u(z,a) bedzie catka zupelna klasy C1(Q x A),
Q CR", A C R". Rozpatrzmy réwnanie wektorowe

(7) Vaou(z,a) = 0.

Jesli réwnanie to posiada rozwiazanie a = ¢(x), gdzie ¢ : R™ — R jest klasy
Cl tzn. V,(z,p(x)) =0 dla z € Q, to

(8) v(x) = u(z, p(r)), ze
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nazywamy obwiednig rodziny funkcji {u(x,a)}sca.

Okazuje sie, ze obwiednia rodziny rozwigzan réwnania (6) jest tez jego
rozwigzaniem, nazywanym catkq osobliwq.

Twierdzenie 2. Przy powyzszych oznaczeniach zalozmy, zZe dla kaz-
dego a € A funkcja u(z) = u(x;a) spetnia réwnanie (6). Jesli obwiednia (8)
rodziny {u(x;a)}aca istnieje i jest funkcjq klasy C1, to jest ona tez rozwig-
zaniem rownania (6).

Dowdéd. Mamy v(z) = u(x; p(x)). Zatem dlai =1,...,n

Va; (%) = Uz, (2, p(2)) + Z Ua, (2, 9(2)) - 97, ()

= Ug, (%, 0(2)) + Vaulz, o(2)) - pa, ()
= g, (7, p(2)).
Stad dla x €

F(z,v(z), Vo(z)) = F(z,u(z, ¢(z)), Vu(z, ¢(z))) = 0. o

Przyklad. Calka zupeilna rownania
u? (14 |Vul?) =1
jest
w(z,a) =+ — |z —aH)Y2?, |z —a| <1

Wéwezas
F(zr —a)
(1= o — a7

i réwnanie V,u = 0 ma rozwiagzanie ¢(x) = = = a. Zatem v(z) = £1 sa
catkami osobliwymi. o

Vau(z) = |lr —al <1

Zmienimy teraz nieco opisang wyzej procedure. W tym celu wezmy do-
wolny zbiér otwarty A’ € R™ ' i dowolng funkcje h : A’ — R taka, ze jej
wykres lezy wewnatrz A tzn. {(a’,h(a’)) :a’ € A’} C A.

Definicja. Calkq ogélng zalezng od h nazywamy obwiednie v/ = v'(x)
rodziny funkcji v/(z,a’) = u(z,d’,h(a’)), o’ € A’, o ile ta obwiednia istnieje
i jest funkcja klasy C*.

Przyktady.

1. Calka zupelna dla réwnania eikonatu |Vu| = 1 w wymiarze n = 2 jest
u(x,p,b) = x1c08p + wosinp + b, —m < p < w,b € R. Polézmy h(yp) = 0.
Wéwezas u'(x, ) = x1cosp + xosing + b jest rodzing rozwiazan, ktoérych
wykresy przechodza przez punkt 0 € R®. Aby znalezé obwiednie liczymy

_ ou'(x)

V‘Pu/(m) 8%0

= —x1sinyp + zacosp = 0.
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Zatem ¢ = arctg(xy/x1) oraz

v'(z) = w1 cos (arctg(z2/x1)) + zosin (arctg(za/z1))

= 1 €08 + xo sin p = £|z|

jest rozwiazaniem réwnania eikonalu (osobliwym w zerze). o

2. Dla réwnania Hamiltona -Jacobiego u; + |V, u|*> = 0
mamy u(t, z,a,b) = ax — ta® + b,a € R",b € R. Kladac h(a) = 0 dostajemy

u'(t,z,a) = ax — ta®,
Vou' =2 —2ta =0.

Stad a = x/(2t), a zatem

()= 2w —1(2)
vit, )= —-x—t|=—=) = —
’ ot ot 4t

jest rozwigzaniem dla ¢t > 0. o
2.5. Metoda charakterystyk

Wracajac do ogdlnego réwnania rzedu pierwszego sprébujmy rozwigzaé
zagadnienie brzegowe (Cauchy’ego)

(9) F(x,u,Vu) =0 w obszarze Q2 C R",

(10) u =g na powierzchni I" C 9.

Zaktadamy, ze funkcje F' i g oraz powierzchnia I' sa dostatecznie gtadkie.
Nasz plan postepowania jest nastepujacy: bedziemy sie starali potaczy¢
punkt x € Q z pewnym punktem zy € I" pewna krzywa v w taki sposob, aby
mozna bylo policzy¢ wartosci rozwiazania u wzdtuz tej krzywej.
Zalézmy wiec, ze v = {x(s),s € I C R} jest parametryzacja naszej
krzywej. Potézmy

(11) z2(s) = u(xz(s)),  p(s) = Vu(x(s)).

Chcemy dobraé krzywa z(s) tak, aby mozna byto policzy¢ z(s) i p(s). W tym

. . dp(s
celu policzmy p(s) := %:
n 2
(12)  p'(s) = ;uij(x(s)) -i(s) dla i=1,..,n gdzie u; = %auxj-

12



Z drugiej strony rézniczkujac (9) wzgledem x; dostajemy

(13)
oF oF F

T ) ] — 1 ':1,..., .
8xi(x,u,Vu) az(ac u, Vu)u 1+E 8pj (z,u, Vu)u;; =0 dla ¢ n

Zaltozmy, ze

(14) il (s) = g—;(m‘(s),z(s),p(s)) dla j=1,...,n

Wéwezas wobec (13) réwnanie (12) przyjmuje postaé

(15)
5(5) = S (00,209 9(5) = F(0(). (). p9)p'(5) i i = 1,

Ostatecznie rézniczkujac obie strony (11) po s i uwzgledniajac (14) dostajemy

(16) 2 Z axj Zp 2(s), 2(s),p(s)).

8pj

Réwnania (14), (15) i (16) mozemy zapisa¢ w postaci wektorowe;

(«1)  p(s) = —VxF(w(S),Z(S),p(S)) -V F(%(S),z(S),p(S)) - p(s);

Otrzymany uktad (2n + 1) réwnan rézniczkowych zwyczajnych nazywa sie

ukladem charakterystyk réwnania (9); jego krzywe fazowe (z(-), z(),p()) C

R charakterystykami, natomiast krzywa z(-) C R" - zrzutowang charak-

terystykq. WykazaliSmy

Twierdzenie 3. Jesli u € C?(Q) jest rozwigzaniem réwnania (9) oraz
x(-) spelnia (%3), to p(-) spetnia (x1), a z(-) spelnia (x2).

Aby skorzysta¢ w praktyce z tego twierdzenia nalezy jeszcze uwzglednié
warunki brzegowe (10).

A. F liniowa. Zalézmy, ze rownanie (1) jest liniowe tzn.
(17) F(z,u,Vu) = b(x) - Vu(z) + c(z)u(z) =0,
gdzie b jest funkcja o wartosciach w R™, a ¢ jest funkcja skalarng. Wéwcezas
F(z,z,p) =b(z) -p+c(z)z, VpF =b(x)
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i réwnania (*) przyjmuja postaé

(s) = b(x(s)),
Z(s) = b(z(s)) - p(s) = —c(x(s))2(s),
p(s) = =Vgb-p—Vac- 2z —c(x)p.

(Faktycznie ostatnie z tych réwnan nie bedzie nam potrzebne.)

Przyktad. Rozpatrzmy uktad

Ty, — TolUy, =u W Q= {x; > 0,25 > 0},
u(zy,x) =¢g(r1) nal ={x; >0,z =0}.

Wéwcezas rownania charakterystyk maja postac

i.l = — T2,
j’:Z =T,
z=z.

Rozwiazujac ten uklad réwnan z uwzglednieniem warunku brzegowego do-
stajemy

x1(s) = xgcoss, xa(s) =xpsins, z(s) = g(xg)e®, xp>0,0<s<7/2.

Ostatecznie rugujac parametr s dostajemy rozwiazanie

u(xl,wg):g(\/x%—l—xg)exp{arctg@}, x1 > 1,29 > 0. o
T

B. F quasiliniowa. Zal6zmy, ze rownanie (1) jest quasiliniowe tzn.
(18) F(z,u,Vu) = b(z,u) - Vu(z) + c(z,u) =0,
gdzie b jest funkcja o wartosciach w R™, a ¢ jest funkcja skalarna. Wéwcezas
F(z,z,p) =b(z,2) -p+c(x,z), V,F=b(zz2)
i rownania (x) przyjmuja postaé

(19) §(8> B

(pominelidémy ostatnie réwnanie). Na ogdl rownania te nie daja sie rozwigzaé
w sposOb jawny, tym nie mniej w wielu przypadkach jest to mozliwe.
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Przyklad. Rozpatrzmy uktad

{uwl—l—um:uQ w Q= {z; € R,zy > 0},
u(z1,z2) = g(xr1) nal = {zg =0}

Wéwcezas rownania charakterystyk maja postaé

1 =1,
To =1,
3 =22

Rozwiazujac ten uklad réwnan z uwzglednieniem warunku brzegowego do-
stajemy

x1(s) =x0+ s, w2(s)=s, 2(s)= . —Z(jszo =1 _gizo(lo)

Zatem

B G2 [ ot 2
u(z1,z2) = 2(s) 1—sg(zg) 1—mag(x1 —22)

Powr6émy jeszeze do rownania quasiliniowego (18). Jak juz wiemy réw-
nania charakterystyk przybieraja wéwczas posta¢ uktadu (19). Uktad ten
mozna zapisa¢ w postaci symetrycznej

dry  dxs _dxn_%

? = E = ... bn _C.
Jak wiadomo z ogdlnej teorii rownan rézniczkowych zwyczajnych jesli wektor

(b(x),c(z)) nigdzie nie znika, to uktad ten posiada n liniowo niezaleznych
calek pierwszych

o1(z,2) =C4, ...y on(z,2) = Ch.

Rozwiazanie ogélne (9) przedstawia sie w postaci uwiklanej przez

(1, .oy pn) =0,

gdzie ® jest dowolna funkcjg klasy C*.

Przyklad. Dla réwnania Eulera

x%—k %4—2@—)@
or y@y 0z
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réwnaniem charakterystyk w postaci symetrycznej jest

de.  dy dz du
r oy oz A
Mamy 3 catki pierwsze
Y z u
$r=— $2=— $3= 5.
x x x

Rozwiazanie ogblne w postaci uwiklanej wyraza sie przez
zZ u
o (g, . 7) — 0.
x T x

Rozwiklujac wzgledem trzeciej zmiennej dostajemy

_ Yz
u(x,y,z) =T f(.l‘, I)
gdzie f jest dowolng funkcjg klasy C'. Zatem u jest funkcja jednorodna
stopnia A tzn.
u(te, ty,tz) = tru(x,y, z) dla t > 0.

Charakterystykami sa potproste wychodzace z zera. o

C. F calkowicie nieliniowa. Wéwczas trzeba calkowaé¢ petny uktad,
co jest mozliwe w sposob jawny tylko w wyjatkowych przypadkach.

2.6. Zagadnienie Cauchy’ego.

Dla zadanej powierzchni I' C 012 i funkcji g : I' — R znalez¢ rozwiazanie
réwnania (9), ktorego warto$¢ na I' pokrywa sie z g tzn.

(10) ur = g.

Zakladamy, ze ' i g sg klasy C*.

Geometrycznie zagadnienie to oznacza znalezienie n-wymiarowej po-
wierzchni catkowej réwnania (9) przechodzacej przez (n — 1)-wymiarowa po-
wierzchnie {(z,g(z)) : x € I'}. Powierzchnia catkowa jest utkana z charak-
terystyk przechodzacych przez punkty (z,g(z)) : € I'. Okazuje sie, ze jesli
I' nie zawiera kierunkéw charakterystycznych, to rozwigzanie problemu Cau-
chy’ego istnieje lokalnie w poblizu I'. Doktadne sformutowanie odpowiedniego
twierdzenia i jego dow6éd mozna znalez¢é w monografii L. Evansa, §3.2. Tutaj
ograniczymy si¢ do podania algorytmu rozwiazania zagadnienia Cauchy’ego
dla rownania quasi-liniowego w dwoéch wymiarach.

Problem. Niech bedzie dane réwnanie quasi-liniowe

ou

ou
P(x,y,u)% + Q(m,y,u)a—y = R(z,y,u),
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gdzie P,Q i R sa funkcjami klasy C*(Q x R), Q C R?. Znalezé¢ rozwiazanie
spelniajace warunek poczatkowy

Ur =9,

gdzie I' jest krzywa I' = {(a(s),b(s)),s € (s1,52) C R}, a g jest zadana
funkcja.

Algorytm rozwigzania.

1. Piszemy rownania charakterystyk

dx dy du

P(z,y,u)  Qz,y,u) Rz, y,u)

2. Znajdujemy calki pierwsze @1 (x,y,u), p2(x,y,u), a nastepnie z uktadu

{ ¥1 (a(8)7 b(s),g(a(s), b(S))) = (1,
b(s))) = Co

rugujac parametr s wyznaczamy zaleznos¢
®(C1,C3) =0.
3. Rozwiazanie u(z,y) jest dane w postaci uwiklanej

@(p1(2,y,u), p2(2,y,u)) = 0.

Przyklad. Wyznaczy¢ powierzchnie catkowa rownania

0z n 0z
Yy—+y— =2
Yor y@y
przechodzaca przez krzywa {x = s,y = 5,2 = s2}.
1. Réwnania charakterystyk maja postaé

dr _dy _dz

Cll'y_y z

2. Catkami pierwszymi sa y — Inx = C1, z/y = Cy. Z ukladu

xr =s,
y:87

z =82,
y—Inzx = Ch,
z[y = Co
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rugujac parametr s wyznaczamy zaleznosé

CQ —In CQ = Cl.
3. Rozwiazanie z = z(z,y) spelnia réwnanie uwiktane
E—lnz:y—lnac lub ze */Y = zye Y . o
Yy Y

2.7. Przyktad réwnania bez rozwigzan

Jak widzieliSmy w przypadku rzeczywistego réwnania liniowego lub qua-
si-liniowego lokalnie istnieje duzo rozwiazan. Sytuacja zmienia sie diametral-
nie gdy przejdziemy do réwnan zespolonych lub ukladéw réwnan rzeczywi-
stych. Podamy teraz przyktad réwnania liniowego zespolonego rzedu pierw-
szego nie posiadajacego rozwigzan.

Rozwazmy réwnanie

ow . Ow
(20) %er&_y = f(z,y),

gdzie w = Rew + ilmw = w + iv.. Réwnanie to jest rownowazne uktadowi

roéwnan ) )
U v o
{ o ma—y = Ref,

ov ou __

Zalézmy, ze f € C*(R?;R) spetnia warunki f(z,y) = f(—=z,y); suppf N{z >
0} C U,eN$n gdzie Q, = Bi(xy, xy,) przy czym x, — 0 oraz Q, Q11 = 0;
Jo f(z,y)dady # 0. Pray powyzszych zalozeniach réwnanie (20) nie posiada

rozwigzan klasy C1(G) gdzie G jest dowolnym otoczeniem zera.
Dowdd. Roztézmy funkcje w na sume funkcji nieparzystej i parzystej
w = p+ q. Wowczas

pa(@,y) +izpy(z,y) = f(z,y) (edyz ps,zpy, f sa parzyste),
p(0,y) =0 (gdyz p jest parzysta).

Niech s = 22/2. Wtedy p, = ps - s, p(0,y) = 0 oraz

1
Ps +ipy = \/—2—Sf(\/2$,y), s> 0.

Poniewaz f = 0 poza zbiorem Q = U N, wige p jest tam holomorficzna
oraz réwna tozsamosciowo zero, gdyz p(0,y) = 0. Wobec ciaglosci p = 0
rowniez na 0€),. Lecz ze wzoru Greena mamy

o ey = Il (ot iy

= / pdy — txpdx = 0.
O
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Otrzymana sprzecznos¢ dowodzi naszej tezy. o

3. Klasyfikacja réwnan liniowych

W celu uproszczenia zapiséw w teorii rownan rézniczkowych czastko-
wych stosuje sie nastepujace oznaczenia. Uklad o = (as, ..., ) € N nazywa
sie wielowskaznikiem o dtugosci |a| = aq + ... + a,. Jedli x € R, a € N, to

=t T

0% =07"...00", gdzie 0; = i, j=1,...,n;
Ox;

D% = D{"..Dyr gdzie Dj = li, j=1,..n;
i Oz

al = aql..apl.

3.1. Réwnania liniowe

Definicja. Rownaniem lintowym rzedu m € N nazywamy rownanie po-
stacl

(1) Pu=f, gdzie Pu= Z Aq(z)D%u.

la|<m

Zakladamy, ze wspdlczynniki rownania A, i prawa strona f sa zadanymi
funkcjami rzeczywistymi okre§lonymi w obszarze €2 C R", natomiast funkcja
u jest nieznana. Funkcje u : 2 — R, m-krotnie rézniczkowalng w sposéb cia-
gly (tzn. klasy C™(Q)) taka, ze Pu(x) = f(z) dla kazdego = € Q nazywamy
rozwigzaniem klasycznym réwnania (1).

Definicja. Symbolem gléwnym réwnania (1) (lub operatora P) nazy-
wamy wielomian zmiennej £ € R"

(@) = Y A0,

|a|=m

Niezerowy wektor & € R" spelniajacy w danym punkcie z €  réwnosé
om(z, &) = 0 nazywamy wektorem charakterystycznym réwnania (lub opera-
tora).

Definicja. Niech 1 :  — R bedzie funkcja klasy C! oraz niech S =
{z € Q : ¢¥(x) = 0} bedzie hiperpowierzchnia zanurzona w R" przy czym
Vip(x) = gradyp(z) # 0 dla z € S. S nazywamy hiperpowierzchnig charakte-
rystyczng réwnania (1) jesli

Om(z, V(x)) =0 dla z € S.
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Przyklad. Niech n = 2, Pu = D?u — D3u. Wéwczas P jest operato-
rem rzedu 2 oraz oo(z,€) = £ — £5. Jedli S = {¢(x1,22) = 0}, to S jest
charakterystyczna jesli

() - (M5) =0

Zatem charakterystykami sg proste x1 + xo = C; oraz x1 — o = (s gdzie
C1,C — 2 sa dowolnymi statymi.

Definicja. Réwnanie (1) (operator P) nazywa sie eliptycznym w punkcie
x jesli oy, (x,€) # 0 dla kazdego £ # 0. Réwnanie jest eliptyczne w obszarze
Q) jesli jest eliptyczne w kazdym punkcie tego obszaru.

Przyklad. Réwnania Laplace’a Au = 0 i Poissona Au = f sa elip-
tyczne; symbolem operatora Laplace’a jest oa(x, &) = —£2.

Definicja. Rownanie (1) (operator P) nazywa si¢ $cisle hiperbolicznym
w punkcie x w kierunku wektora N € R" N # 0 jesli réwnanie o,,(x,§ +
7N) = 0 posiada m réznych rzeczywistych pierwiastkow wzgledem zmiennej
T przy kazdym ustalonym & & sN,s € R.

Definicja. Niech P = P(D) = }_,, <, AaD® bedzie operatorem réz-
niczkowym rzedu m o statych wspoélczynnikach. Méowimy, ze P jest opera-
torem hiperbolicznym w kierunku wektora N jesli 0,,(N) # 0 oraz istnieje
Y € R taka, ze P((+7N) #0dla§ € R", 7 € C, ImT < .

Przyktad. Operator P(D) = D} — D3 jest hiperboliczny w kierunku
wektora N = (nq,n2) jesli ny +ng # 0 oraz n; — ne # 0; natomiast operator
Laplace’a nie jest hiperboliczny.

Definicja. Niech P(D) bedzie operatorem rézniczkowym rzedu m o
stalych wspoétezynnikach. Zagadnieniem Cauchy’ego w poétprzestrzeni x,, > 0
nazywamy nastepujacy problem

@) P(D)u = f w pblprzestrzeni x,, > 0,
dlu = g; dla 7 =0,...,m — 1 na hiperpowierzchni z,, = 0

gdzie funkcje f oraz g;, j =0,...,m — 1 sa dane.

Definicja. Méwimy, ze zagadnienie Cauchy’ego (2) jest dobrze posta-
wione (w klasie C*° ) jesli posiada ono jednoznaczne rozwigzanie u € C*° (R} )
ﬂC’m_l(M) dla kazdej funkcji f € C*°(R!}) oraz dowolnych g; € C*° (R™™1),
7=0,....,m—1.

Niech N € R" bedzie dowolnym wektorem oraz T' € R. Analogicznie defi-
niuje sie pojecie zagadnienia Cauchy’ego w poétprzestrzeni < x, N >> T oraz
pojecie dobrze postawionego zagadnienia Cauchy’ego. Operator jednorodny
o stalych wspotczynnikach $cisle hiperboliczny w kierunku N jest operato-
rem hiperbolicznym w tym kierunku. Mozna udowodnié, ze operator P(D)
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jest hiperboliczny w kierunku N wtedy i tylko wtedy, gdy zagadnienie Cau-
chy’ego jest dobrze postawione w péiprzestrzeni < x, N >> T dla dowolnego
T € R. Natomiast problem charakteryzacji operatoréw P(D) dla ktérych za-
gadnienie Cauchy’ego (2) jest dobrze postawione jest otwarty.

3.2. Réwnania liniowe rzedu 2

Ogolne rownanie rézniczkowe czastkowe liniowe rzedu 2 okreslone w ob-
szarze €2 C R ma postaé

n

(3) Z ak?,l( ul?kﬂﬁz ) + Z bi(z uﬂﬁk + c(z)u = f(x).

k=1

Ponadto, bedziemy zaktadad, ze macierz a = {ay () }} =, jest symetryczna,
tzn. ap; = aip dla k,l = 1,...,n. Niech A € M(n,n) bedzie nieosobliwg
macierza o statych Wspélczynmkach Ag, € Rkl = 1,...,n. Dokonajmy
zamiany zmiennych niezaleznych y = Az. Wéwezas, kladac u(y) = u(Aty)
mamy

Uy, (T) = Z A; iy, (), k=1,..n,

Ugpz, (T) = Z Ak Aj iy, (y,) k,l=1,..n.

ij=1

Zatem w zmiennych y réwnanie (3) jest réwnowazne réwnaniu

Zn: < zn: ak’l(wAi,kAj:l)ayiyj (v)

i,j=1 k,l=1
3 (X b A )iy, () + ) = F).
i=1 k=1

gdzie @ri(y) = ari(A7'Y), b(y) = (A7), ey) = (A7), fly) =
f(A™Yy). Zauwazmy teraz, ze symbol gléwny réwnania (3) jest postaci

oa(x,&) = — >4 1=y ak,1(7)x&r- Po zamianie zmiennych § = ATn otrzymamy
ooz, ATy) Z ( Z ak,(z zk:Aj,l)ninj'
i,7=1 k,l=1

Zatem czes¢ gléwna operatora liniowego P rzedu 2 reaguje na nieosobliwg za-
miane¢ zmiennych y = SAx tak jat forma kwadratowa oy na zamiang¢ zmien-
nych £ = ATy. Przypomnijmy sobie teraz twierdzenie Sylwestra. Powiada
ono, ze kazda symetryczna forme kwadratowa mozna poprzez liniows zamiane
zmiennych sprowadzi¢ do postaci kanonicznej tzn. do postaci Y, 6117 gdzie
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9; € {—1,0,1}. Zatem w kazdym ustalonym punkcie x cze$¢ gtéwna opera-
tora P mozna sprowadzi¢ do postaci kanonicznej >~ ; d;uy,,,. Niech r (od-
powiednio s) oznacza liczbe wspélczynnikéw d;, przyjmujacych wartosé 1
(odpowiednio —1). Wéwczas, jesli (r,s) € {(n,0), (0,n)}, to operator P jest
eliptyczny oraz jesli (r,s) € {(n —1,1),(1,n — 1)}, to P jest $cisle hiperbo-
liczny. Ponadto, jedli (r,s) € {(n — 1,0),(0,n — 1)}, to P nazywamy slabo
parabolicznym.

3.3. Réwnania liniowe rzedu 2 dwéch zmiennych
niezaleznych

W przypadku réwnan liniowych rzedu 2 dwéch zmiennych niezaleznych
powyzsza klasyfikacje mozna dalej kontynuowac.

Ogoélne rownanie czastkowe drugiego rzedu dwéch zmiennych niezalez-
nych liniowe wzgledem najwyzszych pochodnych mozna zapisa¢ w postaci

0% f 0% f

o0 f P,
0x? oxy

af of
) a2 = =),

(0 Ay 5 B

+2B(7,y) 5= Yy, fo 5=

+C(z,y

gdzie funkcje A, B,C sa okre§lone w pewnym obszarze Q C R?, natomiast
F jest okreslona na Q x R®. Okazuje sie, ze wlasnosci rozwiazan réwnania
(4) istotnie zaleza od typu réwnania. W celu okreslenia typu réwnania zde-
finiujmy najpierw jego wyroznik

Az, y) = B*(z,y) — Az, y)C(z,y).

Definicja.

Réwnanie (4) jest eliptyczne w obszarze 2 jesli A(x,y) < 0 dla z,y € Q.
Réwnanie (4) jest paraboliczne w obszarze 2 jesli A(z,y) =0 dla z,y €
Q.

Roéwnanie (4) jest hiperboliczne w obszarze € jesli A(x,y) > 0dlax,y €
Q.

Zauwazmy, ze typ rownania nie zalezy od pochodnych rzedu pierwszego,
natomiast zalezy od obszaru. Na przyktad réwnanie Tricomiego

O, af of
W—i_@_ (7 af;a 8:!/)

jest eliptyczne w obszarze {(z,y) : y > 0}, natomiast hiperboliczne w obsza-
rze {(x,y) : y < 0}. (Réwnanie to w zadnym obszarze nie jest paraboliczne.)

Definicja. Symbolem gléwnym réwnania (4) nazywamy funkcje

(5) o(x,y,&,n) = A(z,y)& + 2B(z,y)én + C(z,y)n°
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okreslona dla z,y € 2, £,7 € R.

Definicja. Niech krzywa v C Q bedzie zadana réwnoscia v = {(z,y) :
Y(x,y) = 0} dla pewnej funkcji ¢ klasy Ct. Méwimy, ze krzywa v jest krzywg
charakterystyczng lub charakterystykq réwnania (4) jesli

o(z,y, Vi(z,y)) =0  dla z,y €.

Wobec (5) oznacza to spelnienie réwnosci

(6) A(z,y) (W (z,y))" + 2B, )0 (z, y)0, (2, y) + Cla, y) (¥ (2, y))* = 0.

Zauwazmy, ze na krzywej v mamy ;. (z,y)dz + ¢, (z,y)dy = 0 przy czym w
dowolnym punkcie (z,y) € v, ¥, (x,y) # 0 lub ¢y (z,y) # 0. Stad ¥, (z,y) =
=y, (z, y)g—g. Wstawiajac do (6) mamy

Ay () .9)” ()~ 2B, y) () (2,9)* 2 + Ofa, ) (4 2.)) = 0.

i

Ostatecznie skracajac dostajemy réwnanie charakterystyk

dy\ 2 dy
4 A —) —2B - =
4) (29)(52) = 2B(,9) 5% + Cla,y) =0,
ktére mozna zapisaé tez w postaci symetrycznej
(6") A(z,y)(dy)? — 2B(z,y)ddy + C(z,y)(dx)* = 0.

W przypadku A > 0 (czyli dla réwnania hiperbolicznego) istnieja dwie ro-
dziny charakterystyk o réwnaniach

e1(x,y) = Ch, wa(z,y) = Ca.

Wéwcezas, podstawiajac

réwnanie (4) sprowadza si¢ do postaci kanonicznej

PF . o
udv :F(Uav:fu7fv)"

W przypadku A < 0 (czyli dla réwnania eliptycznego) istnieja dwie
rodziny charakterystyk zespolonych o réwnaniach

e1(x,y) = Ch, wa(z,y) = Ca.

23



Wéwezas, podstawiajac
u=¢1(z,y) + e2(x,y),
v = (p1(z,y) — p2(z,y))i

réwnanie (4) sprowadza sie do postaci kanonicznej

*f O0*f ~ o =
Ju2 W—F(U,U,fwfu)-

Jesli A = 0 (réwnanie paraboliczne), to istnieje tylko jedna rodzina
charakterystyk (podwéjna)

p(z,y) =C.

Wéwezas podstawienie u = ¢(x,y), v -dowolna funkcja, taka aby w obszarze

) zachodzito ggz;g # 0 sprowadza réwnanie (4) do postaci kanonicznej

9%f = ~
6_1;J; = F(u,v, fu, fv)-

4. Rownania Laplace'a i Poissona

Definicja. Funkcje u € C?(Q), gdzie € jest obszarem w R” nazywamy
funkcjg harmoniczng w € i piszemy u € H(€2) jesli spelnia ona w tym obsza-
rze réwnanie Laplace’a

(1) Au = 0.

4.1. Interpretacja fizyczna

Rownanie Laplace’a opisuje wiele proceséow fizycznych. W typowej sy-
tuacji funkcje u interpretuje sie jako gesto$é pewnej wielkosci (np. stezenie
chemiczne, temperatura, potencjal). W celu wyprowadzenia tego rownania
rozwazmy podobszar V obszaru €2 o gtadkim brzegu 0V'. Jedli F' oznacza ge-
stos¢ strumienia przeptywu w obszarze () bez zrédel, to catkowity przeptyw
przez OV jest rOwny zeru tzn.

F-vdS =0,
ov

gdzie v jest wektorem normalnym zewnetrznym do 0V, a dS oznacza miare
na powierzchni 0V. Zgodnie z prawem Gaussa-Ostrogradzkiego mamy

/ F-VdS:/diVFd.CB.
v v
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Wobec dowolnosci obszaru V' C 2 dostajemy stad
(2) divE =0 w Q.

7 fizycznego punktu widzenia przyjmuje sie, ze strumien F' jest proporcjo-
nalny do gradientu gestos$ci Vu lecz przeciwnie skierowany (fizycznie oznacza
to, ze przeplyw odbywa si¢ z obszaréw o wigkszej gestosci do obszaréw o
mniejszej gestosei)

F=—a-Vu.

Zatem réwnanie (2) przybiera postaé
—adiv(Vu) = —aAu =0,
ktora jest rownowazna rownaniu (1).

4.2. Rozwiagzanie podstawowe

Jedna z metod rozwiazywania rownan rézniczkowych czastkowych po-
lega na szukaniu rozwigzan niezmienniczych wzgledem pewnych grup syme-
trii. Poniewaz réwnanie Laplace’a jest niezmiennicze wzgledem obrotéw tzn.
Ao A= A gdzie A jest macierza ortonormalna (sprawdzi¢ na ¢wiczeniach)
wydaje si¢ naturalne poszukiwanie rozwigzan réwnania Laplace’a zaleznych
tylko od odlegtosci od zera tzn. rozwiazan postaci

u(x) =v(r), gdzie r=|z| = (2 + ...+ %)Y/
W tym celudla: =1,...,n liczymy

ou _ 81}(7’)' or :v’(r)-ﬁ,
r

ox; or Oz,
2 2
EPE

Ox? 72 rooor3
Stad
1" n—1 /
(3) Au=v"(r)+ v'(r).
r
Zatem funkcja u(x) = v(|z|) jest rozwiazaniem réwnania Laplace’a w R"

wtedy i tylko wtedy, gdy v spetnia réwnanie zwyczajne

—1
/UN(T) + n

. v'(r) = 0.

Rozwigzaniem ogélnym tego rownania jest

o(r) = cilnr+co gdy n = 2,
T lear "2 4 gdy n > 3.
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Definicja. Rozwigzaniem podstawowym operatora Laplace’a nazywamy
funkcje

( %ﬂ In |x| gdy n=2,

—1 1 dy n=3

(4) E(z) = I Ta] gdy n=o,
—1 1

L (TL _ 2)wn |x|n—2 gdy n >3,

gdzie w,, jest (n — 1) wymiarowa miarg sfery S~ ! w R".

Uwaga. Zauwazmy, ze funkcja E(x) nie jest okreslona w zerze. Nie
istnieja rézne od stalych radialne rozwigzania rownania Laplace’a okreslone
na calym R".

4.3. Wtasnos$¢ wartosci Sredniej

W nastepnym twierdzeniu wykazemy, ze warto$¢ funkcji harmonicznej
w danym punkcie pokrywa sie ze Srednia jej wartoscig na sferze (lub kuli) o
srodku w tym punkcie.

Twierdzenie 1 (O wartosci éredniej). Jesli funkcjia u € C?(Q) jest
harmoniczna w obszarze 2 C R"™ to dla kazdej kuli B(z,r) C Q zachodzi

(5) u(z) = ][S L uas() = ]{3 Ly

dzie
g Fras=t [ ras. f ra=t f

jest srednig wartosé funkcji f na sferze i kuli.

Dowdd.
1. Pot6zmy
Fr) = ][ w(y)dS(y) =2 ][ w(w + r2)dS(2).
S(z,r) S(0,1)
Wéwezas
fiiry = ][ Vu(z +rz) - 2dS(z)
5(0,1)
"":‘””:*”][ Vu- 2= as(y)
S(z,r) r
77=(yw)/7’][ 8u(
= - (y)dS(y)
S(x,r) 877
tW.G:reena Z][ Au(y)dy —0
n B(x,r)
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Zatem f jest stata. Stad

Fr) = im £() = lim 4 u()dS(y) = u(o)
S(z,t)

2. W celu wykazania drugiej czesci twierdzenia wykorzystamy czesé
pierwsza oraz wzoér na catkowanie we wspotrzednych biegunowych.

/Bu,r) wd = / ( /su,s) u(y)ds(y) ) ds
B /0 (”nsn_l fs " U(y)ds(y))ds

= u(a:)/ wys" tds = “n u(x)
0 n
Stad dostajemy druga czes¢ wzoru (5) gdyz |B(z,r)| = “=r". o

Okazuje sig, ze zachodzi réwniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia o
wartosci $redniej.

Twierdzenie 2 (Odwrotne do twierdzenia o wartosci Sredniej). Jesli
u € C%(Q) oraz dla kazdej kuli B(x,r) C Q

u(z) = ]i Ly

to funkcja u jest harmoniczna w €.

Dowdd. Zatézmy, ze Au # 0. Wowcezas istnieje kula B(x,r) C ) taka,
ze Au > 0 lub Au < 0 na B(x,r). Lecz wowczas dla funkcji f zdefiniowanej
w dowodzie Twierdzenia 1 dostajemy

r
0=70)="f  Augay£o.
n B(z,r)
Uzyskana sprzeczno$é¢ dowodzi, ze Au = 0 na Q. o

7 twierdzenia o warto$ci sredniej wynika wiele ciekawych wlasnosci funk-
¢ji harmonicznych.

Twierdzenie 3 (Zasada maksimum). Niech Q bedzie obszarem ograni-
czonym w R™ oraz niech u € C?(Q) N C(Q). Jesli u jest harmoniczna w <,
to

max u(z) = max u(x) oraz minu(x) = min u(x).

z€Q €0} z€Q €0
Ponadto jesli 2 jest spéjny i u osigga maksimum lub minimum w punkcie
wewnetrznym §2, to u jest stala.
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Dowdéd. Zatézmy, ze istnieje xo € € taki, ze

u(xo) = M = mea%(u(x)

Stosujac twierdzenie o wartoéci $redniej dla kuli B(xg,r),r < dist(zg,00)
dostajemy

M = u(zo) :][ u(y)dy < M.
B(.CL‘().’I“)

Stad v = M na B(xo,r) poniewaz u jest funkcja ciagla. Zatem zbior {x €
Q : u(x) = M} jest zarazem otwarty jak i domkniety (gdyz u jest funkcja
ciagla), a wiec jest on rowny Q o ile  jest spdjny oraz maksimum funkcji u
musi by¢ osiggane na brzegu 2. Podobne rozumowanie przeprowadzamy dla
minimum u. o

Whniosek (Twierdzenie o jednoznacznosci). Niech Q bedzie obszarem
ograniczonym w R"™. Zalozimy, Ze f € C(Q),g € C(IN). Wowczas zagadnie-
nie Dirichleta

Au=f w €,
(6) {u:g na O}

posiada co najwyzej jedno rozwigzanie u € C%(Q) N C(Q). (Dokladnie jedno
gdy f € C3(Q).)

Dowdd. Niech u; i us beda dwoma rozwigzaniami. Stosujac zasade
maksimum do funkcji harmonicznych w = +(u; — uy) dostajemy w = 0.
St@d Ul = u2.

Inny dowéd. W przypadku gdy 0N jest klasy C! zastosujmy wzér

Greena do funkcji w = uy — usg

O:/wAwdx:—/ Vu-Vud:U+/ dw wdS(:(;):—/ Vw|*dz.
Q Q o On Q

Stad Vw =0 w Q i poniewaz w = 0 na 9€2 mamy w = 0. o
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4.4. Regularnos¢ funkcji harmonicznych

Wykazemy teraz, ze funkcje harmoniczne sa nieskonczenie wiele razy
rézniczkowalne.

Twierdzenie 4 (O regularnoéci). Jesli u € C%(2) ma wlasnosé wartosci
sredniej, to u € C°(Q).

Dowdd. Niech
J(z) = {cexp (ﬁ) dla |z| < 1,
0 dla |z| > 1,
gdzie ¢ jest tak dobrana, aby [ J(z)dz = 1. Dla ¢ > 0 polézmy
Je(x) = "J(x/e) dla x € R".
Wowczas J. € C°(R"),suppJ: = B(0,¢), [ J.(z)dz =1.Dlax € Q. = {z €

Q : dist(x, 02) > e} polézmy

u () = Je + ulz) = / J.(z — y)uly)dy.

Q

Wobec wlasnosci splotu wiemy, ze u® € C*°(£).). Wykazemy, ze u = u. na
Q.. Istotnie dla x € ). mamy

€ _ o 1 r—y

wiw)= [ ey = 5 [ oy
I A u(x) [ o1
= J(g)(é(z7r)u(y)d5(y))dr— o /0 J(g)wnr dr

— u(z) /B o ey = ).

Zatem u € C*°(€.) dla kazdego € > 0. o

Okazuje sig, ze funkcje harmoniczne sa funkcjami analitycznymi t.j. w
otoczeniu kazdego punktu rozwijaja si¢ w zbiezny szereg potegowy. Miano-
wicie zachodzi ponizsze twierdzenie, ktorego dowdd wymaga subtelniejszej
analizy (mozna go znalezé w ksiazce L. Evansa).

Twierdzenie. Jesli u jest harmoniczna w §2, to jest ona analityczna w
Q, tzn. w otoczeniu dowolnego punktu xo € ) jest ona sumgq zbieinego szeregu
potegowego

u(x) = Z Du(z) (x —x0)* dla |z —x0| <.
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Nastepna ciekawg wlasnoscia funkcji harmonicznych jest nieréwnosé
Harnacka. Mianowicie na zbiorach zwartych supremum dodatniej funkcji har-
monicznej jest poréwnywalne z jej minimum.

Twierdzenie 5 (Nieréwnos$¢ Harnacka). Jesli u jest nieujemnag funkcjq
harmoniczng w obszarze €2, to dla dowolnego zbioru zwartego K C €} istnieje
stata C' = C(K,n) taka, Ze

< C inf

lub inaczej

é u(y) <ul(x) <Culy) dia z,y € K.

Dowéd. Niech K bedzie zwartym podzbiorem 2 oraz r = (1/4)
-dist(K, 092) > 0. Wybierzmy punkty z,y € Q takie, ze |z —y| < r. Woéwczas
na mocy twierdzenia o wartosci sredniej

1
u(x) :][ u(z)dz > —/ u(z)dz
B(z,2r) |B<$72T)| B(y,r)
1

1
= - u(z)dz = ~u(y).
2 B(y,r) 2

Zatem 2"u(y) > u(x) > 1/(2™)u(y) dla |x — y| < r. Poniewaz K jest zwarty

mozemy go pokry¢ skoficzona rodzing kul {B;}¥ ; o promieniach = r. Wéw-
czas 2"Nu(y) > u(z) > 1/(2"V)u(y) dla z,y € K. o

4.5. Réwnanie Poissona
Roéwnaniem Poissona nazywamy niejednorodne réwnanie Laplace’a
(7) Au = f, gdzie f:R" —R.

W celu rozwigzania réwnania Poissona zauwazmy, ze dla kazdego ustalonego
y € R" odwzorowanie

r— E(r—y)f(y)

jest harmoniczne. Harmoniczna jest takze skonczona suma takich wyrazen.
Mozna by zatem sadzié¢, ze rowniez splot E z funkcja f

®) u(z) = / Bz —y)f()dy
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bedzie funkcja harmoniczna czyli, ze

Au(z) = . AzE(z —y)f(y)dy = 0.
Tak jednak nie jest gdyz VZE(z) ~ c|x|™™ nie jest funkcja catkowalng w
zerze i nie mozna wchodzié¢ z rézniczkowaniem pod znak calki. W istocie
wykazemy, ze funkcja okreslona wzorem (6) spelnia réwnanie Poissona (5).

Twierdzenie 6. Jesli f € CZ2(R"), to funkcja u dana wzorem (8) jest
klasy C?(R™) i spetnia réwnanie Poissona (7).

Dowdéd.
1. Wykazemy najpierw, ze u € C?(R"™). Istotnie

wz) = [ E(x—y)fy)dy= [ Ey)f(x—y)dy.
R™ R™
Zatem dlaR> h #0orazi=1,...,n

u(@ + hei) — u(x) fla+hei —y) = flz—y)
. = Jpr FW) [ . dy.

Zauwazmy, ze wyrazenie w nawiasie kwadratowym dazy do %(m —y) jed-

nostajnie na R" gdy h — 0. Stad

Analogicznie dla i,j =1,...,n

O @=[ B T (o yyay.

8331'33]' 6’a:ia:j

Wobec zalozenia, ze f € C3(R"™) dostajemy stad, ze drugie pochodne czast-
kowe funkcji u sa funkcjami ciaglymi, czyli u € C?(R").

Uwaga. Jesli u € C5°(R"), to kontynuujac powyzsze rozumowanie dosta-
jemy u € C>(R"™).

2. Wykazemy, ze Au = f. Poniewaz funkcja E ma osobliwo$¢ w zerze,
rozbijemy catke Au = [p» E(y)Ag f(x — y)dy na dwie czedci

Buw) = | o EAS iy /. o DA =)y

=1.+ J..

31



Latwo jest oszacowac¢ pierwszy sktadnik

1| < CIV2f ]l / E(y)\dy
B(0,e)

<C,. e?(|lngl +1) gdy n=2,
=7 g? gdy n > 3.

Zatem I. — 0 gdy € — 0.
W celu oszacowania drugiego skladnika przypomnijmy wzér Greena.

Twierdzenie Greena. Jesli u,v € C?(Q), to

/u~Avdx:—/Vu~Vvdx+/ u-@ds,
Q Q f19) n

gdzie m jest wektorem normalnym zewnetrznym do S oraz g_:; =n- Vv jest

pochodnq kierunkowq v w kierunku wektora 7.

Zatem wobec zalozenia o zwartosci noénika funkcji f dostajemy

L= [ B@ASE - iy
R™\ B(0,¢)

of
= - V., E .V —d 0T vds
/R”\B(o,s) vEW) - Vylle =—y)dy+ S(e) 2 on (x —y)dS(y)

=K.+ L..

Catke L. tatwo oszacowaé

Celne gdy n =2,
Bwlasw < { g B SE

W celu obliczenia K. ponownie stosujemy wzor Greena

Lo < IV £l - /

S(g)

K. - AB(y)dy — / O ) f(x — y)ds(y)

R™\ B(e) s On

oF
=0 /s(a> oy W) 7~ )dS )

gdyz AE = 0 na R" \ B(g). W celu przeprowadzenia dalszych rachunkéw
policzymy

aa—f; na S(e).
Otoz .
Y
VE(y) = — . 4
W)=~ PR



natomiast na S(¢) mamy n = —y/|y| = —y/e. Zatem

OF -1
3_77(y) =n-VE =

wngnfl :

Stad wobec ciagtosci funkcji f

-1
K, = : —y)d
T flz—y)dS(y)
1
= f(y)dS(y) — f(z) gdy € — 0.
1S(2,8)| Js(w,e) (v)d5(y) (=)
Wykazaliémy wiec, ze Au = f. o

4.6. Problem Dirichleta

Niech f € C(Q) oraz g € C(02). Zajmiemy si¢ teraz rozwiazaniem
zagadnienia Dirichleta dla réwnania Poissona

Au=f w €,
(9) {u:g na 0f).

W tym celu zauwazmy, ze bezposrednia konsekwencja wzoru Greena jest wzor

B dv  Ju 9 L/~
/Q(UAU vAu)dy—/ <u(977 v6n>d5’(y) dla u,v € C*(Q2)NC*(Q).

Dla ustalonego z € 2 polézmy v, (y) = E(z — y), gdzie E jest rozwiazaniem
podstawowym operatora Laplace’a. Wowczas dla u € C?(Q) N CH(Q) oraz e
dostatecznie malego mamy

[ [ wwspa-pi= [ [ EBe-psumay

Q\B(ze) Q\B(z,e)
du(y) / OE(x —y)
. Bz — IR 48(y).
| Ba-nTlasw+ uly) =5 as(y)
9(2\B(z.e)) o(2\B(a.e))
W zbiorze Q \ B(z,¢) mamy Ay E(z —y) = 0. Ponadto
| / B — 4 2W) dS(y)| < Ce" ' max E(z) = o(1)
OB(x,e) 677 |z|=¢

oraz na podstawie dowodu Twierdzenia 6

OE(x —y) B ., o -
Ly w0 g s = )ds(y) () sty <0
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Zatem po dokonaniu przejscia granicznego ¢ — 0 dostajemy

— /| B - n)sutsyay
OE(z — y)

ou
- [ Ba-pGrwise)+ [ un=5as).

(10)

W wymiarze n = 3 powyzszy wzor przybiera postac
( 10%)

/ / (potencjal Newtonowski)
I:v - yl

+ — / dS(y potencjal warstwy pojedynczej
ypm aalx—ylan() W )

1 a1
— 4—/ u(y)%dkg(y) (potencjal warstwy podwdjnej). <
m n

4.7. Funkcja Greena

Wzér (10) wyraza wartosé¢ rozwiazania u réwnania Poissona (7) poprzez
wartosci prawej strony tego rownania oraz wartosci u i g_:; na brzegu zbioru
Q). Sugeruje to, ze warunki brzegowe powinny zawiera¢ wartosci funkcji i po-
chodnej normalnej na brzegu 2. Okazuje si¢ jednak, ze te dwie funkcje sa
zalezne i wystarczy zadac¢ jedna z nich. Fakt ten wynika z twierdzenia o jed-
noznacznosci dla zagadnienia Dirichleta (9) (patrz wniosek z twierdzenia 3).
W celu znalezienia formuly na rozwiazanie problemu Dirichleta (9) wygodnie

jest wprowadzié¢ pojecie funkcji Greena obszaru €.

Definicja. Funkcjg Greena obszaru 2 nazywamy funkcje G(x,y),z,y €
Q taka, ze

1° G(z,y) = E(x — y) + ¢(x,y), gdzie E jest rozwiazaniem podstawowym
operatora Laplace’a, natomiast dla kazdego = € € funkcja p(x,-) jest
harmoniczna w o ciagta w Q oraz dla kazdego y € Q funkcja (-, y))
jest harmoniczna w € o ciagla w ;

2° Jesli z € 0 lub y € 99, to G(z,y) = 0 oraz jesli € jest nieograniczony,
to G(z,y) — 0 gdy |z| — oo lub |y| — oo.

Zauwazmy, ze jesli znana jest funkcja Greena obszaru (2, to dla rozwia-
zania u problemu Dirichleta (9) zachodzi

(11) // (z,y)f dy+/ %ﬁ;’y)g(y)ds(y)
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Istotnie, poniewaz Ayp(z,y) =0w Q1ip(z,y) = —E(zx—y) dla y € 9Q wiec
ze wzoru Greena mamy

//Q o(z,y)Au(y)dy = /8Q (w(fcyy) ag;y) - U(y)%ﬁy))dé’(y)

~ [ (PP g 2D g,

D)~ [[ Be-pauay

Stad wynika (11) gdyz G(z,y) = E(z — y) + ¢(x,y) oraz Au = f. o
4.8. Funkcja Greena kuli jednostkowe;j

Znalezienie funkcji Greena jest na ogé6t skomplikowanym zadaniem. Fak-
tycznie funkcje ta mozna explicite znalezé tylko dla obszaréw o prostej geo-
metrii. Przykltad takiej konstrukcji podamy w przypadku gdy 2 jest kula
jednostkowa w R".

Twierdzenie 7. Funkcjq Greena kuli jednostkowej B = B(0,1) C R"
jest

(12) G(z,y) = E(z —y) — E(|zly - |—|)

Dowdd. Dla z # 0 oznaczmy przez x* punkt symetryczny do = wzgle-
dem sfery jednostkowej (odwzorowanie x — x* nazywane jest takze inwersja

wzgledem sfery) tzn.
x

el

x*

Wéwezas

\ x y \
z|ly — *| = |||y — m\ = V|zPy]2 - 22y +1= Hy!x—m\ = lyllz — *|.

Zatem przy ustalonym x € B (odpowiednio y € B) funkcja ¢(z,y) =
—E(|zly — |§—|) jest harmoniczna wzgledem y (odpowiednio wzgledem x).
Jedli |yl =1, to

X
llwly—ml = V|22 —2zy+1= |z -yl

Zatem G(x,y) =0 dla y € S. Analogicznie G(z,y) =0dla xz € S. o
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4.9. Wzér Poissona

Zmajac funkcje Greena kuli jednostkowej mozemy wyprowadzi¢ wzér Po-
issona wyrazajacy wartosci funkcji u harmonicznej w kuli B poprzez jej war-
tosci na sferze S = 0B.

Twierdzenie 8 (Wzér Poissona). Jesli u € C%(B)NCY(B) jest funkcjq
harmoniczng w B, to

(13) uw) = [ LZloE as(y).

Wn Jgn-1 |x_y|n

Dowdéd. Wykazemy wzér (13) w przypadku n > 3 pozostawiajac przy-
padek n = 2 jako ¢wiczenie. Wobec (11) wystarczy wykazaé, ze

0G(w,y) _ 1—laf?

omly)  wplz—y[™

Oté6z mamy

OE(x —y) 6( 1 1 )
Wy —————— =—
on(y)  On\n—2 [z —y["?
n 1 o < n o\ (2—n)/2
= o i — Y ) - cos(1, Yi
> b (S -w o
- 1 2—n - o\ ~"/2
:;n—Q' 2 ‘<j:zl\xj—yj’) 2(xi — i) i
_ . y%_xiyi
=yl
Nastepnie
OE(|x|ly — z/|x|) 0 1 1
Wn :_( n—2>
on(y) On\n —2 |zy — x/|z]|
1 8( 1 1 )
zr2on\n =2 |y - ax|n-2
1 - y?—fl??yz-
2|2 =y — 2|
Zatem

0G(z,y) N y? — iy 1 " y2 — xly

Tonly) = lr—ylh far T fy et
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Zauwazmy, ze

U yi—afy |2 i — wayi/|2)?
lz["=2 |y —a* |zt |y — x|z
Vel — iy yRe)? — wy

" el —2/ll" lyle — v/l

Stad poniewaz Y ., y? = 1 dostajemy

0G(x,y) 1 S 2 21,12
Wn, = i T TiYi) — \Yi 1|7 — TiY4
) E gl ; [(y yi) — (yi|x] yi)]
IR
|z —y|™

Jak sie latwo domysle¢ wzoér Poissona stanowi rozwigzanie problemu

Dirichleta dla kuli.

Twierdzenie 9. Jesli g € C°(S™™ 1Y), to wzér Poissona (18) okresla
funkcje u harmoniczng w B i takq, Ze

(14) lim w(x) = g(xg) dla zo€ S" L.

B>x—xg

Dowdd.
1°. Po pierwsze funkcja v jest harmoniczna w B gdyz

only)  wplz—y[™

oraz funkcja G(z,y) jest harmoniczna wzgledem z dla kazdego ustalonego
y € B.

2°. W celu wykazania warunku cigglosci ustalmy xo € S. Zauwazmy, ze
biorgc w twierdzeniu 8 funkcje u = 1 dostajemy

(15) P [ o nutisto),

Wn, net | —y|"
Mnozac obie strony (15) przez g(xg) i odejmujac od (13) dostajemy

_ﬂ/ 9(v) ~ 9(x0)
Sn—l

(16) u(x) — g(xo) = o p— u(y)dS(y).
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Dla o > 0 oznaczmy przez o kotowe otoczenie punktu xy na sferze S definiu-
jace w kuli B stozek o rozwartosci 4a. Wobec ciaglosci g w punkcie z¢ dla
kazdego ustalonego € > 0 mozemy znalezé o > 0 takie, ze

lg(y) — g(x0)| <e/2 dla y € 0.

Wowczas wobec (15)

|1—|:z:| /ag(y)—g(wo) (1)dS(y)| < % 1zl /S L dS) = <.

Wn |z — y|™ Wn no1 |z —y|" 2

Niech teraz z nalezy do stozka I'(2«a) o rozwartosci 2« symetrycznego wzgle-
dem promienia Oxg. Wéwczas dla y € S"~1 \ o zachodzi

ly — x| > !:C\z + 1 —2|z|cosa.
Oznaczmy

M= sup |g(y)|, ro=inf{ly—z|:yec S\ o,xecl(2a)} >0.

yeSn—1
Wowcezas
1— |z|? 9(y) — g(xo
’ Ed / (y) (n )u(y)ds(y)
Wn Sn—1\o |IL‘—’y|
1— |z|? oM
<1l | Erasw)
wn Sn—1 TO
oM n
= (1 |z)? o <§ jesli 1— |2]? < %

Zatem |u(z) = g(zo)| < € dla x z otoczenia punktu zy w kuli B" co kohczy
dowéd (14). o

Whiosek. Rozwiazanie zagadnienia Dirichleta dla kuli o promieniu R

Au=0 w B(0,R),
u=g¢g na 0B(0,R).

redukuje sie do zagadnienia dla kuli jednostkowej poprzez zamiane u(x) =
u(Rx), g(x) = g(z) i wyraza si¢ wzorem

(13') u(z) = M/6 9 sy, o

wnR Bo,r) [T —y["
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5. Réwnanie przewodnictwa cieplnego

Roéwnanie przewodnictwa cieplnego (w skrocie: réwnanie ciepta) ma po-
stac¢

(1) uy — Au = 0.
Rozwaza si¢ tez rownanie niejednorodne
u — Au = f
gdzie f = f(t,z) jest zadana funkcja.
5.1. Interpretacja fizyczna

Roéwnanie przewodnictwa cieplnego zwane jest takze jako réwnanie dy-
fuzji. W typowej sytuacji opisuje ono jak zmienia sie gestos¢ pewnej wielkosSci
(np. stezenie chemiczne, temperatura). W celu wyprowadzenia tego réwnania
rozwazmy podobszar V obszaru 2 o gladkim brzegu 0V. Niech F' oznacza
gestod¢ strumienia przepltywu w obszarze (2. Wowczas tempo w jakim zmie-
nia sie ilo$¢ substancji wypelniajacej V' jest rowne catkowitemu przeptywowi
tej substancji przez brzeg OV:

d

— u(t,x)dxz—/ F-ndSz—/ div Fdz,
dt Jy ov v

gdzie n jest wektorem normalnym zewnetrznym do 0V, a dS oznacza miare
na powierzchni 9V (druga réwno$¢ wynika z prawa Gaussa-Ostrogradzkiego).
Wobec dowolnoéci obszaru V' C () dostajemy stad

Uy = —divF =0.

Jedli strumien przepltywu F' jest proporcjonalny do gradientu gestosci Vu
tzn. F' = —a - Vu, to dostajemy réwnanie

up = adiv(Vu) = aAu

W przypadku réwnania niejednorodnego funkcja f(¢,z) opisuje wydajnos$é
zrodel danej substancji w obszarze Q.

5.2. Rozwigzanie podstawowe

Podobnie jak w przypadku réwnania Laplace’a znajdziemy najpierw
pewne szczegdlne rozwiazania rownania ciepta, ktére postuza nam do kon-
strukcji rozwiazan réwnania niejednorodnego. Poniewaz rownanie ciepta ma
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bardziej skomplikowang strukture od réwnania Laplace’a nasze poszukiwa-
nia tych rozwiazan szczegdlnych bedzie bardziej pracochtonne. Zaczniemy od
poszukiwania rozwiazan w postaci tzw. funkcji samopodobnej tzn.

&) u(t,2) = o (),

gdzie «, § € R, natomiast v : R" — R. Wstawiajac (2) do (1) dostajemy
at™*to(y) + Bty - Voly) + 17 Av(y) =0,

gdzie y = t~Px. Zauwazmy, ze jesli przyjmiemy § = 1/2 to w kazdym sktad-
niku zmienna ¢t wystapi w potedze —a — 1 i nasze réwnanie ulegnie uprosz-
czeniu

av(y) + %y - Vo(y) + Av(y) = 0.

Nastepne uproszczenie otrzymamy przyjmujac, ze funkcja v zalezy tylko od
promienia tzn. v(y) = w(r), gdzie v = |y|, dla pewnej funkcji w : R — R.
Wéwcezas korzystajac z postaci operatora Laplace’a dla funkcji sferycznie
symetrycznej (patrz wzér (4.3)) dostajemy

aw(r) + %r ~w'(r) + W (r) + nT_lw’(r) =0.

Pozostaje nam jeszcze dobor parametru «. Otdz okazuje sie, ze jesli przyj-
miemy « = n/2, to otrzymane réwnanie

1 n—1

§w(r) -+ 37 w'(r) +w'’ (r) + w'(r) = 0.

r

bedziemy mogli rozwiazaé¢. Mianowicie mnozac je przez r"~! dostajemy
1 /
r ' (r) + §r”w(r)] =0.
Stad

lim, o 7 tw/(r) = 0 dostajemy C; = 0.

Zakladajac, ze lim,_ o 7" w(r)
Stad po podzieleniu przez r™

w'(r) = —§rw(r).

Zatem )
w(r) = Coexp{ — TZ}
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Wobec (2), pamietajac o przyjetych zalozeniach v(y) = w(|y|),y = t Pz, a =
n/2, 3 = 1/2 wnioskujemy, ze funkcja

C

Py g ern
mexp{ E}, > 7[13'6

jest rozwigzaniem réwnania ciepla. o
Definicja. Rozwigzaniem podstawowym operatora przewodnictwa ciepl-

nego nazywamy funkcje

1
(3) E(t,z) = (4mt)"/?
0 dlat <0,z € R".

2
exp{—%lf—} dlat >0,z € R",

Funkcja E(t, z) jest funkcja gtadka wzgledem obu zmiennych, ma ona osobli-
wos¢ w zerze wzgledem zmiennej ¢ ale jedynie w sensie braku analitycznosci.
Przyczyne doboru czynnika normalizujacego (4m)~"™/?
mat.

wyjasnia ponizszy le-
Lemat. Dia kazdego t > 0 zachodzi

E(t,z)dz = 1.
R’n

Dowéd. Dokonujac zamiany zmiennych = = /4t - u, do = (4t)"/?du
dostajemy

/ E(t,z)dr = ;/ exp { — @}d:p
n ’ (47Tt>n/2 n 4t

gdyz [ exp{—s°}ds = /7. o
5.3. Zagadnienie poczatkowe
Zajmiemy sie teraz rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego

_ — > n
(4) {ut Au=0 dla t>0,z € R",

u(0,2) =g(z) dla zeR",
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gdzie g jest zadana funkcjg. Zauwazmy, ze dla kazdego y € R" funkcja
(t,z) — E(t,x —y) jest rozwiazaniem réwnania ciepla. Zatem splot

ut.o) = [ B(t.o - g(wiy
R
) 1 |z =y
= G /R” exp { — ——=—}9(y)dy

tez powinien by¢ rozwigzaniem réwnania ciepta w obszarze t > 0,2 € R".
Tak w istocie jest. Mianowicie zachodzi

Twierdzenie 1. Jesli g € C(R")NL>®(R"™), to funkcja u(t, x) okreslona
wzorem (5) spelnia warunki

(4) u€e C®R" xR");
(44) uy —Au=0 w RT xR";
(4i7) lim  wu(t,z) =g(zo) dla kaidego xo € R".

(t.2)—(t,0)
t>0

Dowdéd. 1. Dla dowolnego 0 < § < 1 funkcja t~"/2 exp{—|z|?/(4t)} jest
klasy C* na zbiorze [4,1/6] x R™ i jej pochodne czastkowe ustalonego rzedu
sg ograniczone na tym zbiorze przez funkcje catkowalna zmiennej x. Zatem
u € C®°(RT x R™) i mozna wchodzié z rézniczkowaniem pod znak calki

ug(t, x) — Ayu(t,z) = / (8,5E(t, r—y)— A E(t,z — y))g(y)dy =0,

n

gdyz E(t,z) spelnia réwnanie ciepla.

2. Wykazemy teraz warunek ciaglosci (iii). W tym celu ustalmy g € R"
oraz € > 0. Dobierzmy ¢ > 0 tak, aby |g(y) — g(x0)| < € dla |y — xo| < .
Jedli |z — x| < 0/2, to z Lematu 1 dostajemy

fut, ) — glzo)| = | /R E(t.z — y)lg(y) — g(z0)ldy|
<

—/ +/ . E(t,x —y)|g(y) — g(xo)|dy
B(z0,9) R \B(zo,9)

=1+J.

Na mocy Lematu 1 i oszacowania |g(y) — g(zo)| < € mamy
IS&/ E(t,x —y)dy < e.
B(z0,9)

W celu oszacowania calki J zauwazmy, ze jesli |z — xo| < 6/2 1 |y — 20| > 0,
to

1
|y—wo|§|y—x!+\w—xo\S!y—x|+5/2§|y—x\+§ly—xo!-
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Zatem |y — x| > S|y — xo|. Stad dostajemy

J<2gl= [ B -ydy
R"™\ B(z0,5)

c / jz — yl?
< —- exp{ — ————ldy
t"/2 JR™\ B(x0.5) { 4t }

C / ly — $0|2
S - . eXxpy — ———— dy
2 JR™\B(ao.6) { o

|y—@|:r C e r? _1
- t—//5 exp{ = g b

o0

r=dvis 4"6’/ e~ 5" 1ds — 0 gdy t— 0.
5/4V't

Czyli J < e dla |z —z0| < 0 1t dostatecznie matego oraz |u(t, ) —g(zo)| < 2¢

dla |z — 29| < § i t dostatecznie malego co jest réwnowazne z warunkiem

ciagtodei (ii1). o

Uwagi.

1. Jesli g > 0,9 # 0, to u(t,x) > 0 dla kazdego t > 0,z € R". In-
nymi stowami, jesli w chwili ¢ = 0 mamy punktowe dodatnie zaburzenie, to
natychmiast rozchodzi si¢ ono na caly przestrzen.

2. Funkcja u(t,z) jest gladka dla t > 0 tzn. u € C°(RT x R™) nawet
jesli g jest tylko funkcja ciagla ograniczona.

5.4. Zagadnienie niejednorodne

Zajmiemy si¢ teraz rozwigzaniem zagadnienia niejednorodnego

(6) {ut—Au:f na RT xR",

u(0,z) =0 na R",

gdzie f = f(t,z) jest funkcja na RT x R™. Aby uzyskaé¢ rozwigzanie za-
uwazmy, ze dla ustalonych y € R",0 < s < t funkcja

(t,z) — E(t — s,z —y)

jest rozwiagzaniem réwnania ciepta (1). Zatem dla ustalonego 0 < s < ¢
funkcja

u(t.) = ulsit,) = [ Blt = s - )f(s.0)dy
J

jest rozwigzaniem zagadnienia

(65) {Ut(5§',')—Au(s;~,~):0 na R x R
s u(sis,) = f(s.) na R
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tzn. zagadnienia jednorodnego, w ktérym czas liczy sie od chwili ¢ = s.
W celu znalezienia rozwiazania zagadnienia (6) stosujemy tzw. zasade Du-
hamela. Powiada ona, ze rozwiazanie rownania (6) otrzymuje sie calkujac
rodzine rozwigzan réwnan (65) wzgledem parametru s. Zatem rozwiazaniem
zagadnienia (6) jest funkcja

u(t,x) = /Ot u(s;t,z)ds = /Ot - E(t—s,x—y)f(s,y)dyds

[ ! exp{ — v~y s s
_/0 (47r(t—3))”/2 /]R" p{ 4(t—3)}f( ,y)dyds. o

Wéwezas zachodzi

Twierdzenie 2. Jesli f € 03’2(R+ x R™), to funkcja u zdefiniowana
wzorem (7) spelnia warunki

(7)

() u € O (RT x R™);
(i7) uy—Au=f w RT xR™
(7i7) ( )IH{I : u(t,x) = g(xg) dla kaidego zy € R".
t,x)—(t,zq
t>0

Dowdd powyzszego twierdzenia przebiega podobnie do dowodu Twier-
dzenia 1.

Z Twierdzen 1 i 2 dostajemy
Whniosek. Jesli f € C’é’z(@+ x R™), g € C(R™)N L>®(R™), to rozwigza-
niem zagadnienia

_ — > n
(8) {ut Au=f dla t>0,z € R",

u(0,z) =g(z) dla zeR",

jest funkcja

uta) = [ Bto—patidy+ [ [ B 50— (sdds

Na zakonczenie podamy bez dowodu twierdzenie o jednoznacznosci.

Twierdzenie 3. Niech f € C(E+ x R"), g € C(R"™). Wowczas zagad-
nienie poczatkowe (8) ma co najwyzej jedno rozwigzanie

uwe C2RT xR NCR' xR
spetniajgce warunek wzrostu
lu(t,z)| < Aexp{alz|*} dla t >0,z € R"
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1 pewnych statych A,a < oco.

Uwaga. Okazuje sie, ze zagadnienie (8) moze mieé¢ nieskonczenie wiele
rozwiazan nie spekliajacych powyzszego warunku wzrostu. Sa to tzw. roz-
wigzania niefizyczne.

6. Rownanie falowe
Roéwnanie falowe ma posta¢ réwnania jednorodnego
(1) Ut — Au=20

lub niejednorodnego
ug — Au = f

gdzie f = f(t,x) jest zadana funkcja. Okazuje sie, ze rozwigzania rownania
falowego zachowuja sie inaczej niz rozwiazania rownania Laplace’a i rownania
przewodnictwa cieplnego; rozwiazania te nie musza by¢ klasy C°°, wystepuje
skonczona predkos¢ rozchodzenia sie zaburzen.

6.1. Interpretacja fizyczna

Roéwnanie falowe stanowi uproszczony model drgan struny (dla n = 1),
membrany (dla n = 2) lub bryly (dla n = 3). W celu jego wyprowadzenia
oznaczmy przez u(t,z) wychylenie punktu = w chwili ¢ od polozenia réw-
nowagi. Niech V' bedzie dowolnym podobszarem w ). Wéwczas sumaryczne
przyspieszenie zbioru V wynosi

d2

- u(t,x)dx:/ uge(t, z)dx,

a sita dzialajaca na V wynosi

—/ F -ndS.
ov

7 drugiej zasady dynamiki wynika, ze przyspieszenie jest proporcjonalne do
sily. Zatem na podstawie wzoru Stokesa mamy

m/ up(t, x)de = — F-ndS = —/ div F'(x)dx.

v av 1%

Wobec dowolnosci obszaru V' C 2 dostajemy muy = —div F. Stad jesli
sita jest proporcjonalna do gradientu odksztalcenia F' = —aVu dostajemy

roOwnanie
mug = au.
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Powyzsza interpretacja fizyczna réwnania falowego sugeruje potrzebe zada-
nia dwoch warunkow poczatkowych, mianowicie poczatkowego odksztatcenia
u(0, x) oraz predkosci poczatkowej u;(0, x).

6.2. Zagadnienie poczatkowe dla rownania struny.
Wzér d'Alamberta

Badanie réwnania falowego zaczniemy od przypadku jednowymiarowego
czyli od tzw. réwnania struny. Skoncentrujemy si¢ na réwnaniu struny nie-
ograniczonej pozostawiajac na ¢wiczenia badanie struny ograniczonej. Na-
szym celem jest rozwigzanie zagadnienia

U — CPUze =0 dla t>0,2 €R,
(2) u(0,z) =g(z) dla zeR,
ut(0,z) = h(z) dla z€R,

gdzie g i h sa zadanymi funkcjami. Jak wiemy z teorii réwnan rézniczkowych
rzedu 2 dwéch zmiennych niezaleznych rozwiazanie ogélne réwnania uy —
Uy, = 0 wyraza sie wzorem

u(t,x) = F(x +ct) + G(x — ct)

gdzie F i G sa funkcjami klasy C?(R). Korzystajac z warunkéw poczatkowych
dostajemy ukltad réwnan

{/(?w) =F(@) +Gla) = g(=

z),
1) =cF'(x) — G’ (z) = h(z).

Catkujac drugie réwnanie mamy

P(z) — G(z) = + / " h(r)dr + F(zo) — Glan).

0

Zatem rozwiazaniem powyzszego uktadu réwnan jest para funkcji

F(z) = % n QLC ’ h(T)dT 4 Eao) 5 Glwo)
G(z) = % % ' h(r)dr — F(ao) ; G@O),

Stad rozwiazanie problemu (2) wyraza sie wzorem d’Alamberta:

x+ct
(9(x +ct) + gz —ct)) + L / h(7)dr.

2c ot

N =

(3) u(t, z) =
Mozemy zatem sformutowaé
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Twierdzenie 1. Jesli g € C%(R), h € C'(R), to rozwigzanie zagadnienia
(2) wyraza sie wzorem d’Alamberta (3). Ponadto,

lim  u(t,z) = g(x0), lim o/ (t,2) = h(zg). o
(t,x)—»(O,xo)( ) = g(zo) L . (t, ) = h(zo)

6.3. Wymuszone drgania struny
Zajmiemy sie teraz zagadnieniem niejednorodnym opisujacym drgania
struny przy dzialaniu sily zewnetrznej:

Ugg — gy = f(t,x) dla t> 0,7 € R,
(4) u(0,z) = g(x) dla z eR,
ut(0, ) = h(x) dla z eR.

W celu rozwigzania tego zagadnienia zauwazmy, ze jego rozwigzanie jest suma
U(t, 517) = ul(t7 iL') + u2(t7 .CE)
gdzie uy spelnia (2), natomiast uy spelnia

Ugg — gy = f(t,x) dla t> 0,7 € R,
(5) u(0,2) =0 dla z eR,
ut(0,2) =0 dla z eR.

Zatem wystarczy rozwiazaé zagadnienie (5). W tym celu wybierzmy punkt
P = (tg,z9) € Ry xR i przeprowadZmy przez niego proste charakterystyczne

li: x—ct=x9—cty, oraz ly: x+ct=x9+ 1o,

ktore przecinaja os$ {t = 0} w punktach A = (0,29 — ctp) i B = (0,20 + ctp).
Oznaczmy przez €2 trojkat ABP i zcalkujmy po Q lewa strone réwnania (5)

82 , 0%u(t, x)
// 8t2 T T a2 )dtdw
8u t,x 0 [ 50u(t,x)
/ / 6t 6t ) ~ 5 () Jaude

tw. Greena 8u(t, I)

/ 0 + c? . dt
] / ooy
PA

d;;;iicitllljaaPBAP ( au(t x)
—c /B . o dt + p d:v)

ou(t,x ou(t, x)
+c/ ot )

PA
= —c(u(P) — u(B)) + c¢(u(A) — u(B))
HATLEZ0 _gu(P).
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Zatem

—1
oA /Qf(t,a:)dtdx.

Poniewaz Q = {0 <t <tg,z0 —c(to —t) < x < z¢+ c(tog — t)} wiec

xXo —|—C(t0 t)
2(to, o) / / ft,x)dtdx.
xXro— C(to t

Ostatecznie rozwiazanie zagadnienia (4) jest dane wzorem pochodzacym od

d’Alamberta
_g(A)+g(B) 1 1
ult, ) = LOTIE) 4 2 /A hie)d = 5. / /Q J(r. €)drde

B g(m — ct) + g(x + ct)

:c+ct xz+c(t—T)
+_/ g__// (7, €)dedr.
z—c(t—7)

Widzimy, ze warto$¢ rozwiazania w punkcie P zalezy od danych poczatko-
wych na odcinku [A4, B] i od funkcji f w obszarze . o

6.4. Réwnanie falowe na pétprostej

Problem poczatkowo-brzegowy dla struny zaczepionej w jednym punkcie
ma, postac

uyy —ul, =0 dla t>0,2 >0,

(7) u(0,z) =g(z) dla =z >0,
uy(0,z) = h(z) dla x>0,
u(t,0) =0 dla ¢t >0,

przy czym g(0) = h(0) = 0. W celu rozwiazania tego problemu przedluzmy
funkcje u, g, h do funkcji nieparzystych zmiennej x na R tzn. potézmy

it z) = u(t, z) dla t>0, >0,
&)= —u(t,—x) dla t>0, =<0,

~ _ Jgx) dla z >0,
g(z) = {g—g(—x) dla z <0,
> | h(x) dla z >0,
hw) = { —h(—z) dla z<0.

Wéwezas wobec (7) funkcja u spelnia

ﬁtt—ﬁmzo dla tZO,QZ’ER,
w(0,z) =g(z) dla z€eR,
ut(0,z) = h(x) dla x €R,
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oraz ze wzoru d’Alamberta

" B - 1 w+t~
i(t,r) = =D 2ITHD | ‘/ e
2 2 —t
Zatem
ezt 4 5 [V hEdE dlaw >t >0,
(8)  u(t,r)=

+t)—g(a—t 1 o+t
glethzole) 4 1T pe)de dla0<az <t o
Wzér ten mozna zinterpretowac nastepujaco: poczatkowe zaburzenie w punk-
cie g > 0 propaguje si¢ poczatkowo zaréwno w prawo jak i lewo, nastepnie
zaburzenie propagujace sie w lewo po dojsciu do punktu zaczepienia struny
odbija sie i propaguje sie¢ w prawo.

6.5. Srednie sferyczne

Przed przystapieniem do szukania rozwigzan zagadnienia poczatkowego
dla rownania falowego w wymiarze n > 2

uy — Au =0 dla t>0,2 € R",
9) w(0,z) =g(x) dla xeR",
ut(0,2) = h(z) dla zeR",

zbadamy najpierw $rednie rozwigzania u na sferach w R" o promieniach
r > 0. Okazuje si¢, ze takie Srednie jako funkcja czasu t i promienia r spelniaja
roéwnanie FEulera-Poissona-
Darboux, ktore dla n nieparzystych daje sie przeksztalci¢ do jednowymia-
rowego rownania struny zaczepionej w jednym punkcie.

Dlat > 0,7 > 0 oraz x € R" niech

Ut rs ) = ]é( )u(t,y>ds<y>:m [ uttwas

bedzie wartoscia $rednia rozwiazania réwnania (9) na sferze S(x,r) w chwili
t. Podobnie potézmy

G(r;z) = ]é(w) 9(y)dS(y),
H(riz) = ][S L Hasw)
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Lemat 1 (Eulera-Poissona-Darboux). Ustalmy x € R". Jesli funkcja
u € C?(Ry x R™) spetnia (9), to U € C*(Ry x R,) spelnia

Uy —-UlL —>=10=0 dla t>0,7r>0,

rr

(10) U0,r) =G(r) dla r >0,
U/(0,r) = H(r) dla r>0.
Dowdéd. _ -
1. Wykazemy najpierw, ze U € C?*(R; x R;). W tym celu zauwazmy,
ze
Ultria) ={  ultn)dS()
S(z,r)
y:$:+m][ u(t,x +rz)dS(z).
5(0,1)
Zatem
Ul(t,r;z) = ][ Vyu(t,z +rz) - 2dS(z)
S(0,1)
y—x
~f Vi) asw
S(z,r) r
(y—z)/r=n 1 ou
22 —(t,y)dS
wnr”—l /S(x,r) 877( 7y) (y>
tw.Greena 1
.
= — ][ Au(t,y)dy.
n JB(z,r)
Stad

lir% U.(t,r;z) =0.

Podobnie liczymy druga pochodna wzgledem r

1 0
B(z,r) n

n T JB(z,r)

Oznaczmy w(y) = Au(t,y). Woéwczas

8][ (9][
— w(y)dy = — w(x +rz)dz
Or I, W= 7 B(0,1) ( )




Poniewaz |B(z,r)| = w,r™/n dostajemy stad na mocy wzoru Greena
r 0 1 1

r _ o
n or B(w,r)w<y)dy W™ ]B(x,r)| B(mm)vw(y) (y :E) Yy
reona 1
(Vv:y—x> Gree wr”(_ / w(y) Av(y)dy
B(z,r)
ov
= [ ww3iase)
S(z,r)

(v(y) =5 - w)2> = wnlrn ( — /B@ , w(y) - ndy

+ e rase)

(Av—n,@:Vv n-r) :][ w(y)dS(y —][ w(y)dy
877 S(z,r) B(z,r)
Stad
1
Upttre) =4 Suwasw)+ (5 -1 Autg)dy
S(z,r) n B(z,r)
oraz

1
lim U] = =Au.
r—0 n
Zatem U (t,r;x) jest funkcjg klasy C2(Ry x R,).

2. Wykorzystamy teraz fakt, ze u spelnia réwnanie falowe uy = Au.
Dostajemy stad

Up(t,r) = E][ Au(t,y)dy
n B(z,r)

r 1
n ][B(m,r)Utt( )4 wy " /B(m,r) walt )y

1
rn_lU;(tﬂn) = _/ Utt(t7y)dy'
B(z,r)

Wn

Zatem

Nastepnie korzystajac ze wzoru Greena
! r

(r UL, r)) =(n—1)r"?. - ][ Audy
B(x,r)

r n

n—1 l —
+7r (]é(w’r)AudS(y) - (n 1)]{B(x’T)Audy)

1
— [ wnltds@) = e yds)
Wn JS(z,r) S(z,r)

= Tn_lUtt(t, 7“).
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Poniewaz

!/
(UL )) = (0= RO ) T O ()

T

dostajemy stad réwnanie (10). o
6.6. Wzér Kirchoffa

Rozwiazemy teraz zagadnienie poczatkowe (9) w wymiarze n = 3. Z
Lematu Eulera - Poissona - Darboux wiemy, ze $rednie sferyczne U (r, t;x)
spelniaja zagadnienie (10) przy n = 3. Dla t > 0,7 > 0,2 € R" polézmy

Ult,r;z)=r-Ut,r;z), G(r;z)=r-G(r;z), H(riz)=r-H(r;z)

i zauwazmy, ze
12

Ul = (r-U). =20, +7r-Up.
Zatem funkcja U spelnia zagadnienie

U -0’ =0 dla ¢t>0,r>0,

rr

(11) U,r)=G(r) dla r>Q0,
U{(0,r)=H(r) dla r>0,

U(t,0) =0 dla t > 0.

Jest to zagadnienie dla réwnania struny zaczepionej w jednym punkcie. Na
podstawie wzoru (8) rozwiazanie tego zagadnienia dla 0 < r < t jest dane
przez

- 1, ~ - 1 t+r
Ut,r;x) = §(G(T+t) —G(r—1)) +§ H(y)dy.
t—r
Poniewaz u(t,z) = lim, o U(t,7; ) wiec
u(t,z) = lirr(l) —U(t’:;m)
(Gt +rz)—Glt—rz) 1 [T~
=1 — H(y;
lim | o + 5 /t_r (y; x)dy
= G (t; ) + H(t; )

=it f, oas@) +e-f  hwasw)

— T
=][ g(y)dS(y)th-][ Voly) - 2 ; dS(y)
SQ(m,t) SQ(zvt)

+t .]{@2(95,@ h(y)dS(y).
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Ostatecznie dostajemy wzér Kirchoffa na rozwiazanie zagadnienia poczatko-
wego (9) w wymiarze n = 3

2)  wten=f(To) =2+ 9l0) + th(w)S(o)

Warto zauwazy¢, ze ze wzoru tego wynika, ze warto$¢ rozwigzania w punkcie
(t,z) zalezy tylko od danych poczatkowych na sferze S?(x,t). o

6.7. Wzér Poissona

Dla n = 2 zadne proste podstawienie nie przeksztatca rownania Eulera-
Poissona-Darboux w 1-wymiarowe réwnanie struny. Dlatego, aby w tym przy-
padku rozwiazaé¢ zagadnienie poczatkowe (9) sztucznie zwieksza sie wymiar
przestrzeni. Mianowicie kladac

(t x17x27x3) = u(t7x17$2)7
g(mlax%x?:) g(l‘l,l’g),

h(fl?l,ll?g,ll?g) h’(xlwrQ)
dostajemy réwnanie na u

Uy —AuU=0 dla t>0,zeR?
(13) u(0,z) =g(z) dla z€ R?,
u:(0,2) = h(z) dla z € R?,

Stosujac wzér Kirchoffa dostajemy

U(t, T, .112) = ﬂ<t7 Z1,T2, O)

8 _ ~
— 5 f G)as*w) + - f h(y)ds*(v).
8t Sz(xl,(I:Q,O,t) S2(1:15:L‘2707t)

Pozostaje nam uprosci¢ to wyrazenie. Otéz

1 ~
f 3)aS* () = 15 | ()45°(»)
52($1,$2,0,t) 7Tt 52(3317332707t)

2
= 2 / 9V +[Vy(yr, y2) Py dys

B2(5C1 ,56‘2,1})

gdzie y(y1,v2) = /t2 — Jy1 — 1|2 — |y2 — 22|? jest parametryzacja polsfery.
Nastepnie liczymy

V1I+|Vy(y,y2) 2 WV2W) +lyr — 212+ y2 — 222 =t (y).
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Zatem

- 2t 9(y)
J)dS*(y) = — —=Ld(y)
f‘;Q(Ilax2707t) 47Tt2 B2($1,$2,t) ’y(y)

_t 9(y)
2 ]{32(11,12,@%9) 4w)

Postepujac analogicznie z drugim skladnikiem wzoru Kirchoffa dostajemy

NG 9(y) t? h(y)
u(t, r1,22) = a(g ']{32(:5,15) md(y)> t5 ']{32(90@ @d(y)-

Ostatecznie po wyliczeniu pochodnej po 9/0t dostajemy wzér Poissona

(14) u(t,x):l]{gz( t)tg(y)+t2h(y)+th(y)‘(y—w)d(y)‘ .

2 v(y)

Ze wzoru tego wnioskujemy, ze wartos¢ rozwigzania w punkcie (t,x) zalezy
od wartoéci danych poczatkowych w calym kole B(z,t). Wynik ten mozna
zinterpretowa¢ nastepujaco: w Swiecie dwuwymiarowym sygnat akustyczny,
ktory dotrze do odbiorcy jest przez niego odbierany juz na zawsze, jedynie
natezenie odbieranego sygnatu zmniejsza sie wraz z uptywem czasu.

6.8. Zagadnienie niejednorodne

Rozpatrzymy teraz zagadnienie niejednorodne w R® z zerowymi warun-
kami poczatkowymi tzn. zagadnienie

uy — Au= f(t,x) dla t>0,z€R?
(15) u(0,2) =0 dla z € R3,
ut(0,z) =0 dla = €R?,

Dla ustalonego s > 0 oznaczmy przez u(t, s, z) rozwiagzanie zagadnienia

st (v, 8, ) — Au(s,s,+) =0,
u(s,s,-) =0,
ut(S,S, ) = f(S, )

i potézmy
t v(t)
u(t, x) :/ u(t, s, z)ds <:/ u(t,s,x)ds|v(t):t) dla t >0, z e R".
0 0

Wéwezas zgodnie z zasada Duhamela funkcja u(t, x) jest rozwiazaniem za-
gadnienia (15).
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Poniewaz n = 3 ze wzoru Kirchoffa dostajemy

wes)= [0 f s)f(s,y)dSQ(y)ds
<]SQ(x,t—s)| =47T<t—s / / F:0) 452 (s
S

2(z,t—s) t—s

= 47?/ /52@”) r )dSZ( o

’"=|g—m|i/ fe—ly==y),
am B3(x,r) |y_$‘

6.9. Jednoznacznosé

Na zakonczenie tego rozdzialu podamy twierdzenie o jednoznaczno$ci
rozwigzania zagadnienia brzegowo-poczatkowego dla rownania falowego w
obszarze ograniczonym.

Twierdzenie 2 (O jednoznacznosci). Niech Q bedzie obszarem ograni-
czonym w R"™ z gladkim brzegiem. Dla 0 < T < oo oznaczmy Qp = Q x (0,7
— walec o podstawie 2, I'pr = Q_T\ Qr - brzeg walca bez wierzchu. Wowczas
zagadnienie brzegowo-poczgtkowe

ug — Au= f(t,z) dla (t,x) € Qr,
u(t,z) = g(t, x) dla (t,z)e€'rp,
ut(0,2) = h(x) dla x €,

posiada co najwyzej jedno rozwigzanie klasy C*(Qr).

Dowdéd. Oczywiscie wystarczy wykazacé, ze jesli f = g = h = 0, to
jedynym rozwiazaniem jest funkcja u = 0. W tym celu okreslmy energie
rozwigzania u w chwili ¢ wzorem

Elu)(t) = %/Q (w7 (t,2) + |Vyu(t, z)|*)dz

i policzmy jej pochodna wzgledem czasu

dE[u](t)

dt :/ (Ut(t, x) - uge(t, z) + Vau(t, x) o Vyue(l, a:))dx

tw.Greena

w(t, ) (up(t, z) — Au(t, z))dz + /ut(t, x)agnVu(t, x)dS(z)
o2

{O\D

=0,
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gdyz uy — Au = f =0 oraz g = h = 0. Zatem E[u|(t) jest funkcja niezalezna
od czasu E[u](t) = E[u](0) = E[g] = 0. Stad u(t,z) = Vu(t,z) = 0, a wiec
u=0. o

7. Transformacja Fouriera

W badaniu réwnan rézniczkowych czastkowych niezwykle uzytecznym
narzedziem jest transformacja Fouriera. Pozwala ona sprowadzi¢ rozwiazy-
wanie rownan czastkowych do rozwigzywania rownan algebraicznych lub tez
réwnan rézniczkowych zwyczajnych.

7.1. Definicja i podstawowe wtasnosci

Przed podaniem definicji transformacji Fouriera przypomnijmy sobie, ze
przestrzen funkcji absolutnie catkowalnych na R™ oznacza sie przez L'(R™),
przy czym f € L'(R") wtedy i tylko wtedy, gdy | f|l1 := [Jg» |f(z)]dz < oo.

Definicja. Transformatg Fouriera funkcji f € L'(R") nazywamy funk-
cje F[f] = f okreslona wzorem

(1) f(&) = Flf(@))(€) = - ()" dx  dla € €R"
gdzie € = x1& + ... + &, jest iloczynem skalarnym wektorow x i €.
Poniewaz |e~"¢| = eRe(=i8) — ¢0 — 1 wiec transformacja Fouriera

funkcji z L' jest funkcja ograniczong tzn. fe L oraz ||]/‘\||OO < fll-

Twierdzenie 1. Niech f € L'(R"). Wéwczas
a) F|f] jest funkcjq ciagla, znikajacq w nieskonczonosci.
b) Jesli a € R", to

Flfx—a)l(€) = e f(6),  Fle f(x))(€) = F(€ —a).

c) Jesli fs(x) =0""f(x/d) dla é >0, to

-~ ~

Flfl(€) = f(38),  FLf6)](€) = (f)s(E)-
d) Jesli j € {1,...,n} oraz £L € LY(R™), to (££)7(¢) = ig; ().
Jesli j € {1,..,n} orazx; - f € L'(R™), to Fla; - f1(€) = iz [(€).
Ogdlniej, jesli o, B € Ny, x* DB f € LY(R™), gdzie DPf = (—i)IPlo8 f, to
Flz*DPf](&) = (-1)!*'D* (" F[f](¢))-
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e) Jesli f,g € L'R™), to  (f+g)"(&) = F(€) - §(¢).
Jesli f,g € L'(R™), to (F§)(€) = 2m)"(f - 9)"(£).

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy w wymiarze n = 1, gdyz w wyzszym
wymiarze przebiega analogicznie.
a). Ustalmy & € R. Wowczas dla h € R mamy

|FfE+h)—FfE)| =| /R fx)e ™8 (e — 1) du]

< [ I@le - 1o
B(r)

+/ (@) |le~ " = 1|dz = T, + L.
R\B(r)

Ustalmy ¢ > 0. Poniewaz f € L'(R), wicc istnieje r < oo takie, ze Iy < /2.
Teraz znajdujemy § > 0 takie, ze jesli x € B(r) oraz |h| < 0, to

’e’mh — 1] < cos(rd) — 1+ sin(rd) < e/(2| fl|r1)-
Wéwezas I7 < /2. Wobec dowolnosci ¢ > 0 wykazaliSmy ciagtosé Ff w
punkcie €. W celu wykazania, ze F f znika w oo liczymy bezposrednio

sin(b€) — sin(al)  .cos(bf) — cos(a)
FiXanl(€) = ¢ + i ¢

Nastepnie przyblizamy funkcje f € L'(R) ciagiem funkcji schodkowych i sto-
sujemy twierdzenie o zmajoryzowanym przechodzeniu do granicy pod zna-
kiem calki.

—0 gdy & — oo.

b), ¢). Trywialne.
d). Calkujac przez czesci mamy

(&) @= [ Gme s

= f(x)e "¢ io +z§/_ f(x)e ¢ da
= i&; [(©).

Podobnie wykazujemy drugi wzér, natomiast trzeci wynika z dwéch pierw-
szych przez indukcje.

e). Niech f,g € L*(R). Wéwcezas na mocy twierdzenia Fubiniego mamy

(f+9) (€)= / ot / f(z — y)g(y)dyda

- / | e e = e gy dy
// e "7 f(z)dze Y g(y)dy

= f(¢
57



Drugi wzér otrzymujemy analogicznie, korzystajac z twierdzenia o odwraca-
niu transformacji Fouriera, ktore zostanie wykazane poznie;j. o

Wazny przyktad. Dla z € R"” polézmy exp{—2?} = exp{—2? — 23 —

2 7
.. —z2 }. Wowczas

(2) Flexp{—2*/2}](&) = (2m)"? exp{—€*/2} dla ¢ € R™,

Dowdéd. Wykazemy najpierw (2) w wymiarze n = 1. W tym celu pot6zmy

(&) = Flexp{—2?/2}](¢) = /Rexp{—x2/2 —ixéidr dla £ € R.

Powyzsza catka mozna policzy¢ korzystajac z metody residuéw. Zastosujemy
tutaj inna metode. Mianowicie najpierw policzymy pochodng d®/d¢, a na-
stepnie zastosujemy wzor na catkowanie przez czesci

@ = —izexp{—a2%/2 — ix&¥dx
©) = [, —iwexp{=a*/2 - ig}d

dg
:i/R<eXp{ T /2}) exp{—iz}dx

_ /R exp{—a? /2}(—i€) exp{—iz€}da
= —£®(¢).

Ponadto, wiemy ze
®(0) = /Rexp{—x2/2}d:1: = V2.

Zatem funkcja ® spelnia réwnanie rézniczkowe zwyczajne ”é? = —£P(§) z

warunkiem poczatkowym ®(0) = /27. Rozwiazujac to réwnanie dostajemy,
ze ®(&) = 2mexp{—£2/2}.

Jesdli n > 2, to korzystajac z twierdzenia Fubiniego dostajemy
Flexp{=2?/2}](§) = ®(&) - ... (&) = (2m)"Zexp{-€?/2}. o

Whiosek. Dla dowolnego € > 0 mamy

Flexp{—ez?}](§) = /R exp { — \/_x> —i\/%x-\/%_g}da:

y=:2x/ Xp{—— iy - \/_} n/2 dy
1 52 }

=—— . (2m)"/2. - .
ooz 2 el g
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Zatem

(3) Flexp{-ea?}](6) = (Z)" exp { - 4—} o

7.2. Transformacja Fouriera na r2(r")

W dowodzie nastepnego twierdzenia bedzie nam potrzebny

Lemat 1. Niech f € LP(R"),g € LY(R") gdzie 1 < p,q < 0o przy czym
% + % = 1. Wéwczas splot f * g jest funkcjq cigglg na R" znikajgcqg w co.

Dowdd. Korzystajac z nierownosci Holdera dostajemy, ze splot f x g
jest dobrze zdefiniowang, ograniczona funkcja, przy czym dla z € R"

£rg@) < [ 1 wlate - y)dy

< (/R" If(y)lpdy>1/p' </R” lg(x —y)!qdy)l/q

= £llpllgllq-
Niech J(a) = {cexp {45} dla |z <1,
0 dla |z| > 1,
gdzie stala ¢ jest tak dobrana, aby [ J(z)dz =1 oraz niech I bedzie funkcja
gladka na R" taka, ze

1 dla x| <1,
I(z) {o dla  |o| > 2.

Dla € > 0 potézmy
fe(@) = L(2) - (f*x Je(2)),  ge(z) = LI.(2) - (g * J-(2)),
gdzie J.(z) = e " J(z/e), I.(x) = I(ex). Wowczas fc, g sa funkcjami gltad-

kimi oraz f. — f w LP(R") gdy ¢ — 0, g. — g w LY(R") gdy ¢ — 0. Zatem
dla ustalonego d > 0 istnieje £g > 0 takie, ze dla 0 < € < g9

Ife = fllp <9 oraz |lge —gllq <0.

Korzystajac z nieréwnodci trojkata, a nastepnie Holdera dostajemy

1 * 9= fex gelloo S N(f = F2) % glloc + lIfe * (9 = g)lloe
< f = Felloliglla + 1 Fellpllg = 92 llq
< d(llgllq + 1£1lp)-
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Zatem fxg jest jednostajna granica funkeji gtadkich (a wiec ciaglych) foxg. o
zwartych no$nikach. Wynika stad, ze f*g jest funkcjg ciggla na R" znikajaca
W 00. o

Twierdzenie 2 (Plancherela-Parsevala). Jesli f € L*(R™)N L?(R"), to
f e L*R") oraz

(4) 1£ll2 = 2m)"2] f]|2-

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze dla f,g € L'(R") mamy
xdx:/ f(@)g(€)e ™ de = | F(€)g(€)de.
) an()() R"()()

We wzorze tym potézmy g(&) = e~ . Wéwezas ze wzoru (3) dostajemy
~ m\"/2 2
gl@) = (2)" exp{ - £} Stad

(5) /f )exp{—=&}de = ( /f Jexp { — e,

Wezmy teraz dowolng funkcje u € L' N L2(R") i polézmy v(z) = u(—x)
oraz f = u xv. Wowezas f € LY(R") (gdyz u,v € L*(R™)) oraz na mocy
Lematu 1, f jest funkcja ciagta (gdyz u,v € L?(R")). Ponadto z wtasnosci e)
Twierdzenia 1 mamy f(ﬁ) = (&) - 9(€). Lecz 9(&) = [u(—x)e "¢dz = u(¢).

Zatem J/”\(E) =a(&) - u(é) = [a(€)]? > 0. Poniewaz funkcja f jest ciagla, wiec
z Twierdzenia 5.1 o rozwiazaniu problemu poczatkowego dla rownania ciepta
wnioskujemy, ze

8 (e n/z/ J( eXp{__}dx_

Wobec tego przechodzac we wzorze (5) do granicy € — 0 dostajemy

/ F(&)de = lim (277)):/2 fla)exp{ — —}dm = (2m)" f(0).
Ostatecznie

il = [ 1a©Rds = [ Fepte = 2n)0) = a [ ula)o(-a)da

co konczy dowod. o
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Korzystajac z Twierdzenia 2 mozemy zdefiniowa¢ transformacje Fouriera
na przestrzeni L?(R™) w nastepujacy sposéb.

Definicja. Jesli f € L%(R"), to znajdujemy cigg funkcji fr € L' N
L?(R™) taki, ze fr — f w L*(R") gdy k — oo. (Mozna na przyklad wzigé
ka(x) = exp{—a2/k} f(z).) Wéwezas || fr. — fill2 = 2m)"2|| fx — fill2- Zatem
{fx} jest ciagiem Cauchy’ego w L?(R"™) i wobec zupelnosci tej przestrzeni

zbiega on do granicy f, ktéra nazywamy transformata Fouriera f. Latwo jest
zauwazy¢, ze f nie zalezy od wyboru ciggu f zbieznego do f w L?(R"™).

7.3. Odwrotna transformacja Fouriera

Twierdzenie 3 (O odwracaniu transformacji Fouriera). Niech f €
LY(R™) N CO(R™) bedzie taka, ze f € L*(R™). Wowczas

- Fle)e™€de  dla =z €R™

Dowdd. Jedli do wzoru (6) bezposrednio wstawimy definicje f, to do-
staniemy caltke iterowang

| fy)emt TP ayde,
£ Ry

w ktoérej nie mozna dokonac zarmany kolejnosm catkowania (dlaczego?). Dla-

tego pomnozymy najpierw f (5 ) przez e —e¢*, Wowezas korzystajac z twierdzen
o przechodzeniu do granicy pod znakiem calki i Fubiniego dostajemy

1
(2m)"

Je= e

7 1€ _ 1
[ P ag = lim o 7 b

f(y Zyidyefsiz eixfdf
n ]RTL

(tw.Fubiniego) — lim eg? —i(y—m)&d d
By (27r) /Zf(y)/ze ‘ Sy

3) . 1 N2 24

e—0 (271') 5

1

= I e Jp Ty = 1 @)

na podstawie Twierdzenia 5.1 o rozwigzaniu zagadnienia poczatkowego dla
réwnania ciepla. o

Powyzsze twierdzenie motywuje nastepujaca definicje.
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Definicja. Jedli g € L'(R"), to odwrotna transformata Fouriera funkcji
g nazywamy funkcje

1

“gl(x) = @

/ng(g)em&dg dla z € R™.

7.4. Zastosowania

1. Potencjaly Bessela. Jako pierwsze zastosowanie transformacji Fo-
uriera przedstawimy rozwiazanie réwnania

—Au+u=f gdzie fe L*R").

Stosujac wlasnosé d) z Twierdzenia 1 dostajemy réwnanie algebraiczne

~

(1+€%)u(¢) = f(&)-

Stad R
o F(E)
i) = %
Zatem
u(z) = F ! [%] (x) = f* B(x) gdzie B(g) 1 _:52,

gdyz F~Yf - g] = FLf] * Ftg]. W celu znalezienia funkcji B zauwazmy,
ze

-/ " exp{—t(1+ € }dt.

B(x) = (271r)” /0 h e_t< / ne—mf—t52d5)dt

™)™ Jo

1 * exp{—t — x2/(4t)}
- / — d.

Funkcja B nazywa sie potencjatem Bessela. Ostatecznie
exp{—t — (z —y)*/(41)}
e = B = s [ [ . F)dydr. o

2. Réwnanie ciepla. Rozwazmy problem poczatkowy dla réwnania
ciepta

Zatem

Sr gl
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przy czym g € L?(R"™). Stosujac transformacje Fouriera wzgledem zmiennych
przestrzennych dostajemy réwnanie rézniczkowe zwyczajne wzgledem czasu

{%ﬁf) + Ut E) =0,
(0, €) — 5(6).

Jego rozwigzaniem jest U(t, &) = exp{—t£2}g(¢). Stad u(x) = g * F(x) gdzie
F(€) = exp{—t£2}. Zatem

1 , 2
—ixE—t€ d
o

_ (E)”/Qe—ﬁ/(u)
(2m)m \ t

F(x) =

Ostatecznie dostajemy wzér zgodny z (5.5)

) = s fo ow( gy o

3. Réwnanie falowe. Zastosujmy jeszcze transformacje Fouriera do
rozwiazania problemy poczatkowego dla réwnania falowego

Uttt — Au
u(0, z)
ut(oa .I‘)

0,
9(x),
0

przy czym g € L?(R"). Biorac transformate Fouriera wzgledem zmiennych
przestrzennych dostajemy réwnanie rézniczkowe zwyczajne

L) +a(t,6) =0,
a(0,¢) = 3(8),
(0,6) = 0.

Rozwigzaniem tego réwnania jest

Q)

at,€) = (€) (eit\EI + e—itlﬁ\).

w ‘

Zatem

u(t,z) = (zi)n / ) @(eiuwsl) +ei(z§—t|&\)>d§.

Whnioskujemy stad, ze rozwiazanie jest ,suma’ fal ptaskich postaci

ve(t, x) = expli(z§ £ 1[¢])}, £eR™ o
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8. Przestrzenie Sobolewa

Dotychczas szukaliémy klasycznych rozwiazan réwnan rézniczkowych
tzn. rozwiazan klasy C* gdzie k jest rzedem réwnania. Dla podstawowych
rownan fizyki matematycznej, a mianowicie dla réwnan Laplace’a, Poissona,
ciepta i falowego udato nam sie wzory na rozwiazania odpowiednich pro-
blemoéw brzegowych lub poczatkowych. Bylo to mozliwe dzigki znajomosci
rozwigzan podstawowych tych rownan. W ogdlniejszej sytuacji to podejscie
nie daje szans na powodzenie. Po pierwsze nie znane sa rozwiazania podsta-
wowe ogdélnych réwnan, a nawet jesli sa one znane to wyrazaja si¢ skompli-
kowanymi wzorami. Po drugie okazuje si¢, ze czesto naturalne réwnania nie
posiadaja rozwigzan klasycznych. ZauwazyliSmy to juz przy rozwiazywaniu
problemu poczatkowo-brzegowego dla rownania zaczepionej struny, jesli dane
poczatkowe nie sa klasy C?, to rozwigzanie dane poprzez szereg Fouriera nie
jest funkcjg klasy C2. Poniewaz naszym celem jest badanie szerokich klas
réwnan niezbedne okazuje si¢ by¢ interpretowanie réwnan i ich rozwigzan
w sposoOb abstrakcyjny. Mianowicie bedziemy zapisywaé¢ rownanie (liniowe)
jako operator

A: X =Y

gdzie A jest operatorem kodujacym postaé¢ réwnania, jak rowniez warunki
brzegowo-po- czatkowe, natomiast X i Y sg pewnymi przestrzeniami funk-
cyjnymi. Zaletg tego podejscia jest mozliwos¢ odwolywania si¢ do ogdlnych
twierdzen analizy funkcjonalnej takich jak np. twierdzenie o punkcie staltym
odwzorowania zwezajacego. Gtéwng trudnoscia przy tym podejéciu jest do-
bér wlasciwych przestrzeni funkcyjnych. Jest on uwarunkowany kompromi-
sem pomiedzy tatwoscia uzyskania rozwigzania w duzej przestrzeni funkcyj-
nej, a dobrymi wtasnosciami rozwiazan gdy przestrzen funkcyjna jest mata.
Okazuje sie, ze do badania szerokiej klasy liniowych réwnan rézniczkowych
czastkowych dobrze nadaja sie przestrzenie Sobolewa. Zawieraja one funkcje,
ktére niekoniecznie muszg by¢ gltadkie lecz zachowuja pewne cechy funkcji

gtadkich.
8.1. Stabe pochodne

Zalézmy, ze u € C1(Q). Wéwezas dla dowolnej funkeji prébnej ¢ €
C5°(Q2) ze wzoru na caltkowanie przez czesci dostajemy

Op = — Ou r)o(x)dx = n
/Qu(x)axi(x)dx— /anz( Jo(z)dz, 1,...,n.

Ogodlniej, jesli u € C*(Q), k € Noraz a € N przy czym |a| = ay+...4+a,, <k
to

(1) /Qu(a:) - D% (z)dx = (—1)!° /QDO‘u(a:) ~p(x)dz.
4
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Przyjrzyjmy si¢ temu wzorowi. Otéz jego lewa strona ma sens o ile tylko
funkcja u jest lokalnie catkowalna. Problem polega na tym, aby nada¢ sens
prawej stronie w przypadku, gdy u nie jest funkcja klasy C*(2). Rozwigzemy
go w ten sposob, ze zazadamy aby istniala funkcja v lokalnie catkowalna taka,
ze (1) zachodzi gdy zamiast D*u podstawimy v.

Definicja. Niech u,v € L] (Q),«a € Njj. Méwimy, ze v jest a-ta slaba
pochodng funkcji u jesli

2) /Q u(x) - D*p(a)dz = (~1)l! / v(2) - p(e)dz

Q
dla wszystkich ¢ € C§°(£2).

Przyktad. Niech n = 1,2 = R oraz u(z) = |z|. Wiadomo, ze u
nie jest rézniczkowalna w zerze. Tym nie mniej wykazemy, ze u jest stabo
rézniczkowalna oraz jej staba pochodna jest v(z) = sgnz. Istotnie wu,v €
L;,.(R) oraz dla ¢ € C§°(R) mamy

/R w(z)¢ (x)dz = / ’ —2y (z)dz + /0 " o (2)da

— 00

N + /0 o(z)dx + 51390(37)‘00 - /OOO p(z)de

_ /_OOO o(x)dz — /Ooo o(z)dz

_ /R sen(2)p(z)de. o

Nastepujacy lemat powiada, ze jesli stabe pochodne istnieja, to sa one
wyznaczone jednoznacznie w sensie przestrzeni L}OC(Q). Jego dowdd wymaga
pewnych wiadomogci z teorii catki Lebesgue’a.

Lemat 1 (De Bois -Raymonda). Niech u,v,v € Li () oraz o € Ny.

loc
Jesli D*u = v i D = v w stabym sensie, to v = v prawie wszedzie.

Dowéd. Polézmy w = v — v. Wowcezas wystarczy wykazaé, ze jesli dla
kazdej funkcji ¢ € C§°(€2) zachodzi

to w = 0 p.w. (prawie wszedzie). Zalézmy, ze teza powyzszego stwierdzenia
nie zachodzi. Wowczas poniewaz

[e.e]

{zeQ:w)#0} = J{zeQ:|uw)|>1/i}

i=1
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mozemy znalez¢ € > 0 oraz zbiér zwarty K C 2 taki, ze w(z) > e dlax € K.
Niech U D K bedzie otwartym nadzbiorem K. Wezmy funkcje ¢ € C§°(Q)
taka, ze 0 < o <1naf), p=0na K iy =0 poza U. Wowczas

O:/Qw(a:)go(x)d.r:/f{w(:c)go(a:)dx—i—/ w(z)p(x)dz

U\K

:A@@m+/wmmm

U\K

> e|K| — / lw(z)|dz >0
U\K

o ile miara zbioru U \ K jest dostatecznie mala, poniewaz calka jest bez-
wzglednie ciagla funkcja zbioru. Uzyskana sprzecznosé potwierdza stusznosé
tezy stwierdzenia. o

8.2. Definicja przestrzeni Sobolewa

Niech Q bedzie obszarem w R" oraz 1 < p < oco. Przypomnijmy naj-

pierw, ze przestrzen LP(2) funkcji catkowalnych z p-ta potega sklada sie z
funkcji f okreslonych na 2 dla ktérych skonczona jest norma

Il = Ul = [ 17@Paz) " < .

Natomiast przestrzen L>°(£2) sklada si¢ z funkcji dla ktérych istotne supre-
mum jest skonczone

[flloo = = esssup,eql f ()] < oo

Definicja. Niech 2 bedzie obszarem w R", k € Ng, 1 < p < co. Wowczas
ktadziemy

WhP(Q) ={u € LP(Q) : dla kazdego o € NJ takiego, ze |a| <k istnieje
staba pochodna D®u i nalezy do LP(Q)}.

W przestrzeni W*P(Q) wprowadzamy norme

(3) lullwrni) = llullky = D [D%ullLo(@)-
loe| <k

Zatem ciag funkcji u; € WFP(Q),j € N, jest zbiezny w przestrzeni
WEP(Q) do u € WEP(Q) jedli |lu; — ullx, — 0 gdy 5 — oo.
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Jedli p = 2, to przestrzen WFP(Q) oznaczana jest takze przez H*(£)). Jest
to przestrzen Hilberta z iloczynem skalarnym

< UV > pr()i= Z /Do‘u(x)Do‘v(m)dl’.
jaf <k 7€

Poprzez Wl’ZCp(Q) oznaczamy przestrzen funkcji, ktore lokalnie naleza do
WkP(Q) tzn.
Wil (@)= [ Whr )
vcco

przy czym cigg funkcji u; € whp (Q),7 € N, jest zbiezny w przestrzeni

loc

WP (Q) do u € WP(Q) jeshi u; — u gdy j — co w WHP(U) dla kazdego

vcca, ZOC

Poprzez V[/éC P(Q) oznacza si¢ domkniecie przestrzeni C§°(2) w normie
WHhP(Q), tzn. u € WEP(Q) jesli istnieje ciag u; € Cg°(Q) taki, ze u; — u w
Wkp(Q).

Intuicyjnie przestrzen Wé“ P(Q) sktada sie z tych funkcji u € W*P(Q), ktore
znikaja na 02 wraz z pochodnymi do rzedu k — 1.

Przyktad. Niech Q = B(0,1) C R" oraz 1 < p < oo. Zbadamy dla
jakich s € R funkcja u(z) = |z|* nalezy do W*P(B). Dla k = 0 mamy

1
/|u(m)|pd3::/ |x|8pdx:wn/ poptn=lg. — “n
B B 0 sptn

oile sp+n > 0. Zatem u € WOP(B) = LP(B) o ile s > —n/p. Niech teraz
k = 1. Dla  # 0 mamy

ou

S () = s il
Vu(r) = s 2|52,
[Vu(z)] = s |o*~".

Zatem |Vu| € LP(B) oile s — 1 > —n/p lub s = 0 oraz u € W1P(B) jedli
s> -n/p+11lub s=0.

Kontynuujac to rozumowanie wnioskujemy, ze jesli s > —n/p+k, to u €
WkPr(B).
Zauwazmy, ze jesli wymiar n przestrzeni jest wysoki, to do przestrzeni
WkP(B) naleza tez funkcje nieciagle.

8.3. Witasnosci przestrzeni Sobolewa

Nastepujace twierdzenia zbiera podstawowe algebraiczne i rézniczkowe
wtasnosci stabych pochodnych.
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Twierdzenie 1. Niech u,v € W*?(Q) oraz a € NJ, |a| < k. Wéwczas
(i) Jesli p,v € R, to pu-+vv € WFP(Q) oraz D (pu+vv) = pD%u+vDv.
(ii) Jesli U C Q, to u € WEP(U).
(iii) Jesli o € C$°(R2), to pu € WEP(Q) oraz D*(pu) = (g)Dﬁgo-Do‘_ﬁu.
B<a

(iv) D%u € WF=1ebr(Q) oraz D?(D%u) = D Pu o ile |c;| + 8] < k. o

Twierdzenie 2. Przestrzers W*P(Q) jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. 1. Nieréwnosé trojkata w WHP(Q) jest prosta konsekwencja
nieréwnosci Minkowskiego [|u + v||, < [Jull, + [[v]|, dla u,v € LP(Q).
2. W celu wykazania zupetnoéci W*»(Q) zalézmy, ze {u;}52, jest ciagiem
Cauchy’ego w W*P(Q). Wéwezas dla kazdego o € Njj, |a| < k, {D%u;}524
jest ciagiem Cauchy’ego w LP(€2). Wobec zupelnosci LP(S2) istnieja funkcji
uq € LP(Q) takie, ze D%uj; — uo w LP(Q). Niech u = ug. Wowczas u €
WkP(Q) oraz D*u = u, w stabym sensie dla |a| < k. Istotnie dla ¢ € C§°(£2)
mamy

/Qu(x)Do‘gp(:L')dm: lim [ wj(x)D%p(z)dx

Jj—© Jq

= lim (—1)“'/QDo‘uj(x)g0(x)dx

:(—1)°‘|/Qua(:1:)g0(x)dx.

Zatem D%u = u, oraz uj; — u w WFP(Q). o

Nastepne twierdzenia pokazuja, ze funkcje z przestrzeni Sobolewa mozna
przybliza¢ funkcjami gtadkimi.

Twierdzenie 3. Niech k € Ny, 1 < p < oo oraz u € WFP(Q). Poléimy
us(x) = Jexu(z) dla x € Qp = {z € Q : dist(x,00Q) > €}, gdzie funkcja J.
zostala zdefiniowana w dowodzie Lematu 7.1. Wowczas

(i) u® € C=(Q);
(i) us — u w WEP(Q) gdy e — 0. o

Twierdzenie 4 (Meyersa-Serrina, 1964). Niech k € Np,1 < p < oc.

Jesli Q jest zbiorem ograniczonym oraz u € WFP(Q), to istniejg funkcje
u; € C°(Q)NWHkP(Q),j € N takie, Ze uj — u w WFP(Q) gdy j — oc.

Dowdéd. Niech Q = [J72, Q; przy czym Q; CC Q41 oraz niech {¢;}22,

bedzie gladkim rozkladem jednosci dla pokrycia {41 \ Q,;-1}, (o = 0).
Ustalmy 1 > 0. Woéwczas istnieja €; > 0 takie, ze £; < dist(€2;,08;41) oraz

1Wgw) * Jey = yullip < 35

Polézmy v; = (¢ju) * Je,,j € N. Dla ustalonego zbioru zwartego K CC (2
tylko skonczona liczba funkcji Vj ik nie znika. Zatem v = Z;)il jest funkcja
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klasy C'*°(Q2) oraz

o o0

n

lo = ullip < D llvg = gullip < Z o7 <
5=1 j=1

co konczy dowdd twierdzenia. o

W przypadku gdy €2 jest zbiorem ograniczonym z gtadkim brzegiem
funkcje z przestrzeni W*P(Q2) mozna aproksymowaé funkcjami gtadkimi tak-
ze na brzegu (). Zachodzi mianowicie ponizsze twierdzenie, ktérego dowdd
mozna znalezé w monografii L. Evansa.

Twierdzenie 5. Jesli ) jest ograniczony i OS2 jest klasy C! oraz u €
WHrP(Q), k € Ng, 1 < p < oo, to istnieje cigg u; € C°°(Q) taki, e u; — u
w WFEP(Q) gdy j — oo.

Przyktad. Funkcji u(x) = |x| nie daje sie aproksymowaé funkcjami
gladkimi w przestrzeni W' ((—1,1)).

8.4. Twierdzenia o wtozeniu

Okazuje sie, ze istnieja zanurzenia (wlozenia) jednych przestrzeni Sobo-
lewa w inne przestrzenie Sobolewa badz tez w przestrzenie funkcji ciagltych
lub rézniczkowalnych. Kluczowym narzedziem w dowodach twierdzen o zanu-
rzeniach sa nieréwnosci typu Sobolewa. Wykazuje sie je najpierw dla funkcji
gtadkich, a nastepnie rozszerza si¢ na funkcje z odpowiednich klas Sobolewa
korzystajac z twierdzen o gestosci funkcji gtadkich. Za wzgledu na szczu-
plo$é¢ miejsca podamy jedynie sformutowanie ogdlnego twierdzenia Sobolewa
o wlozeniu oraz dowdd nieréwnoéci Poincaré.

Twierdzenie 6. (Twierdzenie Sobolewa o wlozeniu.) Niech Q bedzie
zbiorem ograniczonym o brzegu klasy C' oraz niech u € WFP(Q).
(i) Jesli k < n/p, to u € L), gdzie ¢ = ng’;p oraz istnieje stata C' =
C(n,k,p) taka, Ze

(4) [ullpa(e) < Cllullwrr ).
(ii) Jesli k > n/p, tou € CY (), gdziel = k — 1 — |n/p| oraz istnieje stala
C =C(n,k,p) taka, ze

() [ullce @y < Cllullwsr o)

Dowdd powyzszego twierdzenia mozna znalez¢ w monografii L. Evansa.
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Twierdzenie 7 (Nieréwnos$¢ Poincaré). Niech 1 < p < oo oraz niech
bedzie zbiorem ograniczonym. Wowczas istnieje stalg C = C(Q,p) taka, Ze
dla kaidej funkeji u € Wy P(Q) zachodzi

(6) lull oy < ClIVUll o (-

Dowéd. Poniewaz przestrzen W, () jest domknieciem C°(€2) w nor-
mie ||-||y1.0 () Wige wystarczy wykazac, ze nieréwnosé (6) zachodzi dla kazdej
funkeji w € C§°(2). Niech M < oo bedzie takie, ze Q C [—M, M|]™. Wowczas
korzystajac z nieréwnosci Holdera dostajemy

T
|u(z)| §/ |ty (£, 22, ...y zp)|dE
M
M
< / 1-|Vu(t, zg,...,x,)|dt
M

M 1/p
(N. Holdera) < (20)®~ D77 ( / Vult, s, Par)

-M

Podnoszac obie strony do potegi p i catkujac wzgledem x' = (xa,...,2,)
dostajemy

M
/ lu(z)[Pdx < (2M)P~1 - 2M / / |Vu(t, =) |Pdtdz’
Q [—M, M=t J M
< (2M)p-/ |Vu(x)|Pd.
Q

Zatem
ullLr@)y < 2M - ||[Vullpr).  ©

8.5. Przestrzenie H*R")

Okazuje sie, ze przestrzenie W*P(R™) dla p = 2 oznaczane jako H*(R")
mozna zdefiniowaé¢ postugujac sie transformacja Fouriera. Mianowicie zacho-

dzi

Twierdzenie 8. Niech k € Ny oraz u € L*(R"). Wéwczas nastepujgce
warunki sg rownowazne
(i) u € H*(R");
(ii) (1+ |¢[")i € L2R™).
Ponadto, istnieje stata 0 < C' < oo taka, Ze

(7) 1/C- ||u||Hk(R") <11+ |§|ka)”L2(R") < C’||7~L||1L1’<3(IE\§")'
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Dowdd. (i) = (ii). Niech u € H¥(R™). Jedli u € C¥(R™), to dla |a| < k
mamy -
Dey = (i€)“u.
Aproksymujac u funkcjami gtadkimi przekonujemy sie, ze wzor ten zachodzi

tez dlau € H*(R™) przy czym D* oznacza slaba pochodna. Biorac a = k-e;,
gdzie e; jest j-tym wersorem, j = 1,...,n, ze wzoru Parsevala dostajemy

2R |a(e)2d :/ 8’;/\u 2d:27r”/ OF w(x)|?dx.
e aras = [ 105uede = o [ 10k uta)
Poniewaz

(L+1e")?* < CO+[al™ + .. + [6*")
dostajemy stad, ze (1 + |¢|¥)u € L2(R") oraz

L CHERPIROP < Ol g,
(ii) = (i). Niech (1 + [£]*)u € L?(R"). Wéwczas dla |a| < k mamy
G Oy = [ I GORS < UL+ IR o

Polézmy u, = F~((i€)*0) dla |a| < k. Wéwezas dla ¢ € C5°(R") korzy-
stajac z tozsamos$ci Parsevala dostajemy

—

a _ 1 - =
/]R" u(x)Dp(x)dx = (27r)”/n (&) Dp(&)dE
L §) u(§)p = [ uq(2)p(x)dz
— G o (78O = [ o).

R’ﬂ

Zatem u, = D% w stabym sensie i D% € L?*(R") dla |a] < k. Czyli
u € HF(R™). o

Powyzsze twierdzenie uzasadnia poprawnos¢ nastepujacej definicji.
Definicja. Niech 0 < s < co. Wowczas definiujemy
H*(R"™) = {u € L*(R") takich, ze

ull go gy = 11+ 1€17)ull o gy <00}

Jesli s < 0, to przestrzen H*(R"™) definiuje sie jako przestrzen dualng do
H—5(R").

Whniosek. Jesli u € H*(R"™) dla s > n/2, to u jest funkcjqg cigglq,
znikajgeg w oo.
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Dowéd. Poniewaz u = F (%) wiec na mocy Twierdzenia 7.1 wystarczy
wykazaé, ze u € L'(R"™). Rzeczywidcie tak jest gdyz na mocy nieréwnosci
Schwarza mamy

o 1 -
S Ol = [ e (L el

(o () @)™ (o wiermera)”

< Cllull o mr) < o0,

gdyz

1 2 e o] Tn—l
2 _ = w,_ - il 2.
C /n(1—|—|§]5) dé = w 1/0 (1+rs)2dr<oo oile s >n/ o

9. Réwnania eliptyczne rzedu 2

Roéwnania eliptyczne rzedu 2 stanowia naturalne uogodlnienie rownan
Laplace’a i Poissona, w ktérych operator A jest zastapiony ogdlniejszym
operatorem eliptycznym L drugiego rzedu. Wlasnosci rozwiazan réwnania
Lu = 0 pod wieloma wzgledami przypominaja wtasnosci funkcji harmonicz-
nych. Jednakze poniewaz nie dysponujemy jawnymi wzorami na rozwigzania
podstawowe, musimy bezposrednio pracowaé¢ z samym réwnaniem oraz wy-
korzystywaé¢ pewne twierdzenia z analizy funkcjonalne;j.

9.1. Postawienie zagadnienia

W istocie bedziemy zajmowacé si¢ zagadnieniem brzegowym

(1) {Lu:f w QCR",

UlpQ = 0,
gdzie f : Q — R jest zadana funkcja, zas L jest operatorem rézniczkowym
postaci

n n

(2) Lu=— Z (a” (x)ux)xj + Z b () ug, + c(z)u.

i,j=1 i=1
Ta postaé¢ operatora L nazywa sie dywergencyjna. Jedli wspotczynniki a®/ sa

funkcjami klasy C', to operator L mozna przeksztalcié do postaci niedywer-
gencyjnes; mianowicie ktadac

n
Tio_ i ij
b* =10 E ag,-

Jj=1
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dostajemy

n

n
(2" Lu=— Z a" (2)Ug,0; + Z b (2)ug, + c(z)u.
i,j=1 i=1
Bedziemy zakladaé, ze macierz A = {a% i j—1 Jest symetryczna tzn. a'l = g’
dlaz,7 =1,...,n.

Definicja. Méwimy, ze operator L jest eliptyczny w obszarze €) jesli
istnieje stata 6 > 0 taka, ze

n

Y adi(@)&& =01 dla xeQ, (ER™

1,j=1

Oznacza to, ze macierz A(z) jest dodatnio okreslona i jej warto$ci wlasne
sg > 6 jednostajnie w obszarze (). Zauwazmy, ze w definicji eliptycznosci
operatora L wystepuje tylko zalozenie o dodatniej okreslonosci macierzy A,
natomiast funkcje b%, i = 1, ...,n oraz ¢ moga byé¢ dowolne.

Najprostszym przyktadem operatora eliptycznego jest operator
L=-A.
Wéwezas dla i, 5 = 1,...,n mamy

aij_{l gdy i = j,

= i ”  natomiast b =c=0.
0 gdyi#j,

W dalszym ciggu bedziemy zakladaé, ze f € L*(2) oraz ze wspolezyn-
niki operatora L, a"?,b", ¢ sa funkcjami ograniczonymi.

9.2.Stabe rozwigzania

Zastanowmy si¢ najpierw jak nalezy zdefiniowaé¢ stabe rozwigzania réw-
nania (1). W tym celu zalézmy, ze funkcja u klasy C' spetnia Lu = f.
Pomnézmy obie strony przez funkcje v € C5°(Q2) i otrzymany iloczyn prze-
caltkujmy po 2. Wéwcezas korzystajac z faktu, ze v znika na 92 mozemy
wykona¢ catkowanie przez czesci otrzymujac

—/Q(a”(:v)uxi(:zz))x_ -v(:c)dx:/Qa”(:zz)uwi(x)vxj(x)dx.

J

Zatem dostalismy tozsamos¢

/Q ( i a” (), (2)va; () + 2:: b (x)u,, (z)v(z) + c(x)u(x)v(x)) d

3) 1
:/f(x)v(:zz)d:v.

Q
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Poniewaz dowolna funkcja v € Hg (2) mozemy aproksymowaé ciagiem funkcji
v; € C°() wnioskujemy, ze tozsamos$é (3) zachodzi dla wszystkich v €
H} () oraz ze ma ona sens nawet wéwczas gdy jedynie wiemy, ze rozwigzanie
u nalezy do Hy (). (Wowezas ug, € L*(Q) 1 vy, € L*(Q), a wiec ug, vy, €
LY(Q).)

Definicja.
(i) Forma dwuliniowa B[-, -] odpowiadajaca operatorowi (2) nazywamy wy-
razenie

Blu,v] = /Q( i a” (2)ug, (2)vy, ()

(4) Y
+ Z b (2)ug, (z)v(z) + c(x)u(x)v(:v)) dx

gdzie u,v € Hg ().

(ii) Méwimy, ze u € H}(Q) jest stabym rozwiazaniem zagadnienia (1) jesli
Blu,v] =< f,v> dla kazdego v € H}(Q)

gdzie < f,v >= [, f(z)v(x)dzx jest loczynem skalarnym w L?(€).

Zauwazmy, ze zagadnienie z niezerowym warunkiem brzegowym
Lu=f w QCR"
Ulgn =9
mozna sprowadzi¢ do zagadnienia
{ Li=f w QCR",
ujpn =0,

kladgc & = u — w gdzie wypq = g oraz f = f — Lw € H ().
9.3. Twierdzenie Laxa-Milgrama

W dowodzie twierdzenia o istnieniu stabych rozwiazan zagadnienia (1)
skorzystamy z abstrakcyjnego twierdzenia z analizy funkcjonalne;j.

Twierdzenie 1. Niech H bedzie rzeczywistq przestrzeniq Hilberta z ilo-
czynem skalarnym < -, - > i norma || - ||. Zaldimy, Ze B : H x H — R jest
odwzorowaniem dwuliniowym takim, zZe dla pewnych stalych 0 < o, < 00
zachodzi

(1) |Blu,v]| < allu|| - ||v]| dla u,v € H, (warunek ciaglosci),
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(44) Bllul|* < Blu,u] dla we€ H, (warunek koercytywnosci).

Niech f : H — R bedzie cigglym funkcjonalem na H. Wowczas istnieje
dokladnie jeden element uw € H taki, Ze

(5) Blu,v] = flv] dla ve H.

Dowdd. 1. Wobec ciagtosci formy B dla kazdego ustalonego u € H
odwzorowanie
v — Blu, v]

jest ciaglym funkcjonatem na H. Na mocy twierdzenia Riesza o reprezentacji
funkcjonalow na przestrzeni Hilberta istnieje doktadnie jeden element w € H
taki, ze

Blu,v] =< w,v > dla ve H.

Mamy zatem odwzorowanie H > u +— Au = w oraz
Blu,v] =< Au,v > dla u,v € H.

2. Wykazemy, ze A : H — H jest liniowym ciagglym operatorem na H.
Liniowo$¢ jest oczywista gdyz

< A(Auy + Aqug), v > = B[Ajug + Aaug, v]
= A1 Bluy, v] + Ao Blug, v]
=\ < Auq,v > +Xo < Aug,v >
=< AMAuy + AoAusg, v > .

W celu wykazania ciggtosci zauwazmy, ze

| Au||* =< Au, Au > = Blu, Aul
< allul - [[Au].

Zatem
|Au|| < aflul| dla vwe H

tzn. operator A jest ograniczony, a wiec i ciggly.

3. Operator A jest réznowartoéciowy i jego obraz R(A) jest domkniety
w H.

Istotnie z warunku koercytywnosci (ii) i nieréwnosci Schwarza mamy

Bllull* < Blu, u] =< Au,u >< || Aul| - [[u].
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Zatem [||ul| < ||Aul|. Stad dostajemy réznowartosciowosé¢ A, gdyz jesli Au =
0, to u = 0. Zalézmy teraz, ze dla j — oo, u; — u w H oraz Au; — v w H.
Woéwezas uj; —u — 0, a wigce

Au; — Au = A(uj; —u) — 0,

!
v — Au.

Wobec réznowartosciowosci A mamy v = Au, czyli R(A) jest domkniety.

4. R(A)=H.

Istotnie jesli R(A) € H, to wobec domknietosci R(A) istnieje 0 # w €
R(A)L. Wéwcezas

Bllw|]* < Blw,w] =< Aw,w >=0
gdyz Aw € R(A), natomiast w € R(A)*. Otrzymana sprzecznosé dowodzi
réwnosci R(A) = H.
5. Ponownie korzystajac z twierdzenia Riesza o reprezentacji wiemy, ze

istnieje w € H taki, ze f[v] =< w,v > dlav € H. Z punktéw 3. i 4. dowodu
wynika, ze istnieje u € H taki, ze Au = w. Zatem dla v € H

Blu,v] =< Au,v >=< w,v >= f[v]
czyli zachodzi (5).

6. Jednoznaczno$é. Zalézmy, ze istnieja u,u € H takie, ze Blu,v] =
Blu,v] = f[v] dla v € H. Wéwczas Blu — u,v] = 0. Biorac v = u — u i
korzystajac z warunku (ii) dostajemy

Bllu — 2 < Blu - ,u — @] = 0.
Stad u = u, co konczy dowdd twierdzenia. o

9.4. Istnienie stabych rozwigzan

Sprawdzimy teraz, ze forma dwuliniowa zadana wzorem (4) spelnia za-
lozenia twierdzenia Laxa-Milgrama.

Twierdzenia 2 (Oszacowania energetyczne). Istniejg stale 0 < o, 3 <
oo oraz v > 0 takie, Ze dla wszystkich u,v € H(Q) mamy

(i) [Blu, ]| < allull g - ol

(i1 Bllully < Blu,ul + lul3e.
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Dowdd. 1. W celu wykazania warunku ciaglosci korzystajac z definicji
formy B dostajemy

Blu,v]| < Z la®™ || o - / \Vu(z)| - |Vo(x)|dz

Zj].

+ZWHLW | V@ o@lde + el - [ u@)]- ofa)de
Sa-/ﬂ(|u(m)|+|Vu(:v)|> - <|v(x)|+|Vv(x)|>dq:

<a-lullgy - llollmg

adzie o = max ([laid ]|, [|b]| -, ]| 1) < 0.
2. Korzystajac z eliptycznosci operatora L dostajemy dla pewnego 6 > 0

/qu |dx</ Z T) g, (2)Ug,; (z)dx

7,7=1

- /(sz i (@)u(z) + ca)?(a) )

< Blu,u] + Z 15 o - / V()] - [uz)|dz
el - /Q ju(z) d.

Nastepnie korzystamy z elementarnej nieréwnosci

1
a-bgs-a2+4—-b2 dla dowolnych a,b,e >0
€

dostajac

2 i u\xr 2 T
/vau<x)y-|u(x)|dxga/Q\vu(x)\ d:):+4€/9| (2)2de.

Teraz dobieramy ¢ > 0 tak male, aby £+ Y " | ||b"]| = < 6/2. Wowczas

0 1
—/ |Vu(z)*de < Blu,u] + (— + HcHLoo> / Ju(z)|*dz.
2 Q 4e Q
Ale z nieréwnosci Poincaré (Twierdzenie 7.7) mamy
lullz2 < C||Vul|r: dla w e Hy(Q).
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Zatem
lullF, = /Q (lu(@)* + [Vu(z)]*)dz < (1 + C*)|[Vulz,
oraz dla 8 > 0 takiego, ze B(1 + C?) < 0/2,

) 1
Bllulllyy < Blu,u] +llull  gdzie v= =+ lefr=. o

Twierdzenie 3 (O istnieniu stabych rozwiazan). Istnieje liczba v > 0
taka, Ze dla kazdego u > v i dowolnej funkcji f € L?(Q) zagadnienie

Lu+pu=f w QcCR"
U|aQ:0»

(6)

posiada dokladnie jedno rozwigzanie u € H} ().

Dowdd. Niech v > 0 bedzie liczba z tezy Twierdzenia 2. Okreslmy
forme
B, u,v] = Blu,v] + p < u,v >,

ktéra odpowiada operatorowi L, = L + uld. Jesli u > v to B,, spelnia za-
lozenia twierdzenia Laxa-Milgrama. Zatem dla f € L?(Q) istnieje dokladnie
jedna funkcja u € H}(Q) spetniajaca

B,[u,v] = flv] dla v € Hy(Q).

Funkcja u jest jedynym stabym rozwiazaniem (6). o

Whniosek 1. Jesli

n

Lu=— Z (aij(:z;)umi)xj + c(z)u

oraz c(x) >0 dla x € Q, to teza Twierdzenia 3 zachodzi dla kazdego p > 0.

Uwaga. Réwnanie Lu = Au+ f posiada jednoznaczne stabe rozwiazanie
z wyjatkiem co najwyzej przeliczalnego zbioru A € R nalezacych do tzw.
widma (spektrum) operatora L. Badaniem postaci tego widma zajmuje sie
analiza spektralna operatorow.

Na zakoniczenie przytoczymy dwa twierdzenia o regularnosci rozwiazan
réwnan eliptycznych. Dowody tych twierdzen mozna znalezé w monografii L.
Evansa.

Twierdzenie 4. Zaléimy, ze a” € C'(Q),b',c € L>(Q). Jesli u €
HY(Q) jest stabym rozwigzaniem réwnania Lu = f dla f € L*(Q), to u €
H? () oraz dla kazdego V CC

lullzzzvy < € (12 + el ) ).
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Twierdzenie 5. Niech m € Ny. Zaléimy, ze a¥,bt,c € C™TH(Q). Jesli
u € HY(Q) jest stabym rozwigzaniem réwnania Lu = f dla f € H™(Q), to
w € H™2(Q) oraz dla kazdego V CC Q

loc

lullzmszy < € (1l + lull 2oy )

Zadania
1. Znalez¢ funkcje z = z(x,y) spelniajaca réwnanie
0= 10:
or 20y
taka, ze z(z,x) = L dla z # 0.

2. Znalez¢ funkcje z = z(x,y) spelniajaca réwnanie

0z 0z xy

—_— —r— = ,
Y ou oy z
ktora na parze prostych {y = +z} przyjmuje warto$¢ z = 1. Okresli¢ dzie-
dzine funkcji z(x, y).

3. Znalez¢é funkcje z = z(z,y) spelniajaca réwnanie

przyjmujaca na prostej {y = z} wartoéé¢ z(x,r) = xt. Okredli¢ dziedzine
funkeji z(x, y).

4. Dane jest rOwnanie

0z 0z 0
— —z— =0.
Y ox oy
Znalez¢ rozwiazanie ogdlne, a nastepnie wydzieli¢ powierzchnie catkowa prze-
chodzacy przez krzywa {x =0,z =y%,y € R} C R®.

5. Dane jest réwnanie rézniczkowe rzedu 2

2 2 2
of + o/ — 6a ! =0.
0x?  Ox0y 0y?

Zmnalez¢ charakterystyki tego rownania i podaé posta¢ rozwigzania ogdlnego.
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6. Dane jest réwnanie rézniczkowe rzedu 2

u  O%*u 282u

+ — =10.
oy?  O0x0dy Ox?
a). Znalezé¢ charakterystyki tego réwnania.
b). Podaé postaé rozwiazania ogblnego.
c¢). Znalezé rozwiazanie tego réwnania spelniajace warunki u(z,0) = 0,

gy (x,0) = 0.

7. Znalez¢ funkcje u = u(x,y) spelniajaca zagadnienie

u(x,0) = 2z,

2Ugy — gy + 2Uyy = 0,
{ uy(z,0) = 422,

8. Réwnanie Tricomiego
0%u n 0%u —0
Y or2 oy
sprowadzi¢ do postaci kanonicznej w obszarach {y > 0} oraz {y < 0}. Nary-
sowaé charakterystyki w obszarze {y < 0}.

9. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania

0%u ou ou
+a— +b—

e By 97 oy + abu = 0.

(Wsk. Polozyé u = ve®*+8Y dla pewnych o, 3.)
10*. Przy jakich zalozeniach na v(x) problem
2
'%:0 dla —1<z<1, 0<y<I;

u|y:m2:0 dla —1<zx<1;

ou
=vy(z) dla —-1<z<1
\Fy‘y:xQ ()

ma rozwiazanie. Znalezé je jesli v(x) = |z|.
11. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania
200 201 OF  OF

Y75+

T 022 0y? ox y@y

w obszarze {x > 0, y > 0}.
Wsk. Mozna podstawi¢ u =Inz, v = Iny.
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12. Znalez¢ rozwiazanie ogdlne réwnania

#f_ 0 _Lof

Ox? y(?_gﬁ 20y

podstawiajac u = x — 2,/y,v = x + 2,/¥.

13. Operator Laplace’a Ay = 8‘9—; + 88—;2 wyrazi¢ we wspolrzednych bieguno-
wych x = rcosp,y = rsin .

14. Operator Laplace’a Az = 88—;2 + 88—;2 + aa—; wyrazi¢ we wspoOtrzednych
sferycznych x = rcospcosf,y = rsinpcosf, z = rsinf.

15. Pokazaé, ze dla dowolnych funkcji harmonicznych u, v : R® — R zachodzi
A(uv) = 2Vu - V.

16. Znalez¢ funkcje harmoniczng w B = {(z,y) : 2? + y?> < 1} taka, ze
u(cos ¢, sin @) = cos? .

17. Rozwiazac zagadnienie brzegowo-poczatkowe dla rownania ciepta
2
-9y, (t,2) € Ry x (0,7),

u(t,0) = u(t,m) =0, t>0,
u(0, z) = sin 2z, 0<z<m.

18. Rozwiazaé¢ zagadnienie poczatkowe
2
%:%—1—26_%081‘, t>0, r€R,

u(0,x) = cosz, r € R.

19. Rozwiaza¢ metoda Fouriera zagadnienie mieszane dla réwnania struny

utt:umx7 t>0,0<$<1,
uw(0,7) =z — 22, O0<z<l,
ut(0,2) = 0, 0<x<l,

u(t,0) = u(t,1) =0, t>0.

Czy otrzymane rozwiazanie jest klasyczne?

20. Znalez¢ rozwiazanie zagadnienia mieszanego w R x (0, 7)

Ut = Ugy + COSESInx,
u(0,z) = sin? 2, 0<z<m,
uy (0, ) = sin® z, 0<zx<<m,

u(t,0) = u(t,m) =0, t>0.

81



Czy otrzymane rozwiazanie jest klasyczne?

21. Rozwiazaé zagadnienie mieszane dla rownania ttumionej struny

2 2
G420l =0 (t,2) € Ry x (0,m),
u(0,z) = sinz, 0<x<m,

uy(0,z) =0, 0<z<m,
u(t,0) = u(t,m) =0, t>0.

22. Znalezé¢ wszystkie funkcje f, dla ktérych
1 x
u(t,r) = — (—)

jest rozwiazaniem (tzw. rozwiazaniem samopodobnym) réwnania ciepla u; =
Ugg-

Wsk. Jednym z rozwiazan jest f(z) =e

23. Znalez¢ rozwiazanie zagadnienia

2 2
oy g—ygzo w P={l<a?+y® <4},
u(z,y) =a dla 22+ 9% =1,
u(xz,y) =b dla 22 +y? = 4.

24. Rozwiazaé zagadnienie

{A3u=6 w B ={z?+y?+ 2% < 1},
UpB = 1.

Wsk. Szukaé rozwiazania zaleznego tylko od promienia.
25. Znalez¢ ograniczone rozwiazanie zagadnienia

Asu =0, (r,y,2) e R®: 2 >0,
u(r,y,0) = cosxcosy, (z,y) € R

Wsk. Rozdzieli¢ zmienne.

26. Dana jest funkcja f(z) = xIn|z| dla x € (—=1,0) U (0,1), f(0) = 0. Czy
f jest rézniczkowalna w zwyklym sensie? Policzy¢ jej staba pochodna. Dla
jakich 1 < p < oo, f € WhP((—1,1)).

27. Policzy¢ stabe pochodne nastepujacych funkcji okreslonych na R
1 1

—_— x) = —.
2o YT e
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Dla jakich 1 < p < co funkcje te naleza do WP (R).
28. Niech
|z]

:1—}—|w|2 dla = € R.

u(z)

Pokazaé, ze u € H'(R).

29. Niech B = {z € R" : |z| < 1}, s € R. Polézmy
flz)=(1—|z|)® dla z € B.

Dla jakich 1 < p < oo, f € WHP(B)?

30. Niech g = x[—1//2,1//2), h = g * g. Policzy¢ h(z) oraz Fh(§).

31. Dana jest funkcja f(z) = el dla z € R. Policzy¢ jej staba pochodna
oraz Ff.

32. Niech
dla = € R.

Czy f € LY(R)? Czy f € L*(R)? Policzy¢ Ff.
33. Dana jest funkcja
f(z) = 22 dla z € R.

Policzy¢ jej transformate Fouriera F f(&).

34. Niech
fl@)=(1-2%) - x11(z) dla zeR.

Policzy¢ transformate Fouriera Ff.

35. Dla k£ € N niech

_ [k dlaxe[-1/k1/k],
filz) = {0 dla z & [-1/k,1/k].

Policzy¢ F fy, oraz limy_, oo F fr(£).
36. Niech

[z dlaz >0, _J2? dlaz >0,
f(x)_{O dla z <0, g(m>_{o dla z < 0.

Policzy¢ f * g.
37. Dla o > 0 niech




gdzie T' jest funkcja FEulera zdefiniowang dla a > 0 wzorem
I(a) = [, t* e tdt.
Pokazac, ze

fa* fg = farp dlaa, B> 0;
(fa)! = fa—1 w stabym sensie dla a > 1.
Wsk. Wykorzysta¢ wzor

e _ L'(a)(B)
o=l —p)f-lgp = 7 o .
/o (1 —t)Pdt T(a 1 0) dla a,8 >0

38. Niech  C R? bedzie obszarem ograniczonym z gladkim brzegiem oraz
f € L*(Q2). Réwnanie

—Ugy — OUyy + 4y — 2uy — 6u = f

sprowadzi¢ do postaci dywergencyjne;j.

39. Niech € bedzie ograniczonym obszarem w R3 z gtadkim brzegiem. Udo-
wodnié¢, ze istnieje jednoznaczne stabe rozwiazanie zagadnienia

—Ugg — 2Uyy — My + Uy + 2uy + U, +u = f,
UlpQ = 0,

gdzie f € L?(Q). Okresli¢ do jakiej przestrzeni nalezy to rozwiazanie.
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