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Badania prowadzone przez Marcina Sroke dotycza istnienia i regularnosci rozwiazan nieli-
niowych réwnan rézniczkowych czastkowych drugiego rzedu ktére motywowane sg istnieniem
specjalnych struktur geometrycznych, np. struktur pojawiajacych sie w kontekscie o-modeli w
mechanice kwantowej.

Osiagniecia opublikowane w cyklu prac [S1, S2, S3] dotycza kwaternionowego réwnania
Monge’a-Ampere’a. Badania nad tym réwnaniem zapoczatkowali niezaleznie Alesker (laureat
nagrody EMS), oraz Harvey i Lawson (laureat nagrody Leroy P. Steele’a). Verbitsky (wyktad na
ICM 2014) badal kwaternionowy operator Mong’e-Ampere’a w kontekscie trywializacji wiazki
kanonicznej rozmaitosci hiperzespolonej. Zaowocowato to postawieniem przez niego, wspoélnie
z Aleskerem, nadal nierozstrzygnietej, kwaternionowej hipotezy Calabiego.

Zaczniemy od opisu rezultatow otrzymanych przez Marcina Sroke dla podzbioréw otwar-
tych, speliajacych pewien warunek wypuktosci, w przestrzeni H", gdzie H oznacza ciato kwa-
ternion6w. Niech M Ay oznacza kwaternionowy operator Monge’a-Ampere’a bedacy dla funkcji
gtadkich pierwiastkiem czwartego stopnia wyznacznika hiperhermitowskiej czesci hesjanu tej
funkeji. Marcin Sroka wykazal w pracy [S1] istnienie i jedyno$¢ stabych, w sensie dystrybucyj-
nym, rozwigzan problemu Dirichleta
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dla gtadko ograniczonych obszaréw D, ciaglej ¢ oraz f € LP(D) dla dowolnego p > 2. Uogdlnia
on rezultaty Zhu dla gtadkich f, Aleskera oraz Harvey’a i Lawsona dla cigglych f, Wan dla
p > 4. Co wiecej Marcin Sroka wykazal, ze oszacowania na p nie da sie juz poprawic, tak aby
gwarantowac istnienie cigglych rozwigzan, a tym samym jego wynik stanowi odpowiednik re-
zultatéw Alexandrova (p > 1) dla rzeczywistego i Kotodzieja (p > 1) dla zespolonego réwnania
Monge’a-Ampere’a. Regularnos¢ ciaglych rozwigzan znalezionych przez Marcina Sroke zbada-
na zostala w [S2]. W pracy tej pokazano, ze jesli warunek brzegowy w (I) jest klasy C™!' to
rozwigzanie musi by¢ klasy C%® z ograniczeniem na o podanym w terminach p oraz n. Ponadto
wykazano tam stabilno$¢ rozwigzan.

Kwaternionowe rownanie Monge’a-Ampere’a koduje mozliwo$¢ otrzymania kazdej trywiali-
zacjl wiazki kanonicznej na rozmaitosci hiperzespolonej z metrykag HKT. Klasa HKT metryk
pojawila si¢ oryginalnie dzigki badaniu pewnych N = 4 supersymetrycznych o-modeli z torsja.
Metryki te stanowia uogélnienie bardziej klasycznych metryk hiperKéhlerowskich (bez torsji).
Nie wiadomo czy réwnanie to da sie rozwigzac na kazdej HK'T rozmaitosci. Trudnosci sprawiaja
skomplikowane oszacowania a priori ktore trzeba otrzymaé do rzedu C*®. Na razie jedynym
znanym oszacowaniem jest to rzedu C°. Pierwsi otrzymali je Alesker i Shelukhin stosujac skom-
plikowane metody. W pracy [S3] Marcin Sroka podal znacznie krétszy dowdd oszacowania C°
dla kwaternionowego réwnania Monge’a-Ampere’a na dowolnej HK'T rozmaitosci poprawiajac
jednoczesnie czutosé zaleznosci oszacowania od warunkéw poczatkowych. W przysztosci moze
to mie¢ niebagatelne znaczenie np. w sytuacji deformowania wspomnianych metryk i przecho-
dzenia do granicy. Marcin Sroka podat oszacowanie zalezne tylko od wielkosci geometrycznych
oraz LP normy prawej strony dla dowolnego p > 2n gdzie n jest kwaternionowym wymiarem
rozmaitoéci. Stanowi to odpowiednik CY oszacowania otrzymanego przez Yau dla zespolone-
go rownania Monge’a-Ampere’a na rozmaitoséci kahlerowskiej oraz Tosattiego i Weinkova na
rozmaito$ci hermitowskiej. W ten sposob Marcin Sroka poczynit znaczny postep w kierunku



rozstrzygniecia kwaternionowej hipotezy Calabiego - istotnej dla zrozumienia geometrii HK'T
rozmaitodci.

Stawomir Kotodziej

Literatura

[S1] M. Sroka, Weak solutions to the quaternionic Monge—Ampére equation, Anal. PDE, 13(6),
1755-1776, 2020.

[S2] S. Kotodziej, M. Sroka, Regularity of solutions to the quaternionic Monge-Ampére equation,
J. Geom. Anal., 30(3), 2852-2864, 2020.

[S3] M. Sroka, The C° estimate for the quaternionic Calabi conjecture, Adv. Math, 70, Article
107237, 2020.



