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Modelowanie dzietnosci:
adaptacja modelu Lee-Cartera!

Streszczenie

Praca poswigcona jest modelowaniu dzietnosci kobiet przy pomocy zmodyfikowanych modeli
typu Lee-Cartera. Material empiryczny poddany analizie to dane pochodzace z GUS o
urodzeniach ogdétem wedtug wieku kobiet w Polsce w latach 1971-2018, oraz o urodzeniach
pierwszego dziecka w okresie 1971-2017. Modyfikacje modelu Lee-Cartera — pierwotnie
zaprojektowanego do modelowania 1 prognozowania umieralno$ci — zostaty poczynione w taki
sposob, aby uwypukli¢ bezposredni zwigzek parametréw modelu z ewolucja wspotczynnikow
dzietno$ci brutto oraz Sredniego wieku rodzenia dzieci, tak w ujeciu przekrojowym jak i
kohortowym.

Stowa kluczowe
przekrojowy wspodtczynnik dzietnosci brutto, kohortowy wspdtczynnik dzietnosci brutto,
bezdzietno$¢, model Lee-Cartera, model Renshaw’a-Habermana

1. Wprowadzenie

Spadek dzietnosci jest zjawiskiem powszechnie wystepujacym w krajach wysoko
rozwinigtych od wielu dekad. W Polsce i krajach naszego regionu Europy wystapit nieco
p6zniej niz w Europie Zachodniej i Ameryce Polnocnej, przybierajac jednak bardziej
dramatyczny charakter. Spadek wydaje si¢ by¢ glebszy, a okres, w ktorym do zasadniczej
zmiany doszto, wydaje si¢ by¢ krétszy, tak jakbysmy mieli do czynienia ze zjawiskiem
,doganiania” w tym wzgledzie krajow gospodarczo wyzej od Polski rozwinigtych. Na poziomie
tak ogolnie opisanego zjawiska nie ma migdzy badaczami dzietno$ci sporu. Oczywiscie dzieje
si¢ dzi$ tak dlatego, Zze okres najbardziej dramatycznych zmian mamy juz w Polsce za soba.
Zanim proces ten przeszedl w faze¢ zmian stosunkowo niewielkich i powolnych, rozstrzygnigcie
sporow czy i na ile mamy do czynienia z prawdziwym spadkiem docelowej dzietnos$ci, a na ile
z procesem odkladania w czasie planow prokreacyjnych, okazywalo si¢ nieomal niemozliwe.
Jednak nawet i teraz doktadniejszy pomiar, umiejscowienie w czasie, 1 analiza owego spadku
napotyka na istotne trudnosci. Problem w tym, iz generalnemu spadkowi dzietnos$ci towarzyszy

znaczny wzrost przecigtnego wieku kobiet rodzacych dzieci. W rezultacie przekrojowe
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wspotczynniki dzietnosci brutto, ktore mialyby ilustrowaé przecigtng liczbe urodzen zywych
przypadajacych na jedng kobiet¢ w danym wieku, zsumowane po grupach wiekowych,
reprezentuja taczng dzietno$¢ nieistniejacej populacji, o cechach odleglych od jakiejkolwiek
rzeczywistej kohorty kobiet. Z drugiej strony powszechne stosowanie przekrojowych
wspotczynnikow dzietno$ci mimo powyzszych watpliwosci ma istotne uzasadnienie, jako ze
warto$¢ takiego wspotczynnika za dany rok mozna wyznaczy¢ juz w lecie nastgpnego roku,
kiedy zazwyczaj pojawiaja si¢ dane o dzietnosci kobiet wedlug wieku. Znacznie bardziej
interesujace s3 kohortowe wspdlczynniki dzietnosci, niestety mozemy je wyznaczy¢ w prosty
sposob 1 z sensowng precyzja tylko dla tych kohort, ktore Iwig czgs¢ aktywnosci prokreacyjne;j
maja juz za soba. Na przyktad grupujac razem urodzenia zywe kobiet w wieku 45 lat i wigcej,
mozemy wyznaczy¢ wspotczynniki kohortowe maksymalnie dla kohort kobiet urodzonych 45
lat temu, a ktérych szczyt aktywnos$ci prokreacyjnej miat miejsce 15-20 lat wczesniej, niz nasze
naj$wiezsze dane.

Pewna odpowiedziag na niedoskonalo$ci prostej analizy przekrojowej jest metoda
dekompozycji wspolczynnika dzietnosci na tzw. efekt guantum oraz efekt tempo, jak réwniez
rozne modyfikacje tej metody. Metode te zaproponowali w 1998 roku Bongaarts i Feeney.
Metoda ma t¢ zalete, ze efekt quantum mozna traktowaé jako swoistg aproksymacje
rzeczywiste] ( w domysle — ukrytej) dzietnosci w roku kalendarzowym, wyczyszczony
(przynajmniej czeSciowo) ze znieksztalcajacego t¢ dzietno$¢ wplywu zmian przecigtnego
wieku rodzenia dzieci (efektu tempo). Nie znosi to jednak nadal podstawowej watpliwosci —
,kohorta syntetyczna”, ktorej tak wyliczona wielkos¢ odpowiada, nie istnieje. Natomiast
oczywistg praktyczng zaleta tej metody jest mozliwos¢ wyznaczenia skorygowanego
przekrojowego wspotczynnika dzietnosci za dany rok na podstawie dodatkowych danych
jedynie za jeden nastepny, oraz jeden poprzedni rok.

Jeszcze inne podej$cie mozna oprze¢ na modelach, w ramach ktorych oddzielamy od
siebie t¢ czes$¢ zmian rozktadu urodzen wedlug wieku kobiet, ktdre maja przynajmniej po czesci
charakter systematyczny, od zmian przypadkowych i nietrwatych. Takie podejscie sprzyja
pewnemu syntetycznemu ogladowi ewolucji dzietno$ci w okresie, z ktorego posiadamy
obserwacje, ale takze moze postuzy¢ do ekstrapolacji poza ten okres w przeszto$¢ i na
przysztos¢. Przyktadowo, jesli ustalimy do$¢ wyrazne prawidtowosci w okresie proby, mozemy
podja¢ probe przewidzenia, jak ksztaltowac si¢ bedzie aktywnos$¢ prokreacyjna kobiet po
przekroczeniu wieku 35 lat z kohorty, ktorag wlasnie do osiggnigcia wieku 35 lat
obserwowalismy. Narzedziem w ramach tego podejscia sg przede wszystkim rozne rozwinigcia

modelu, ktory zaproponowali Ronald D. Lee oraz Lawrence Carter w roku 1992. Model Lee-



Cartera w pionierskiej wersji skonstruowany zostat do celow analizy 1 predykcji umieralnosci,
i liczne prace poswigcone réznym jego modyfikacjom wigza si¢ z ogromnym
zapotrzebowaniem, jakie na predykcje tablic trwania zycia zglasza sektor komercyjnych
ubezpieczen na zycie oraz kapitatowych funduszy emerytalnych. Mimo to pierwsze proby
zastosowan narzedzia tego typu do analizy dzietnosci, pojawily si¢ juz dawno (por. praca
samego Ronalda Lee z roku 1993, i pdzniejsze prace np. Williama Bella z roku 1997), a — cho¢
nieliczne — mozna takze napotkaé zastosowania na przyktad do modelowania imigracji i
emigracji. Cho¢ jakiekolwiek systematyczne zmiany sg w tym ostatnim przypadku sg znacznie
mniej stabilne i uchwytne, to (pewnie nie bez powodu) ten temat pojawia si¢ w ramach prac
nad projekcjami populacji, wymagajacymi uwzglednienia wszystkich trzech procesow
(umieralnos$ci, ptodnos$ci 1 migracji) rbwnoczes$nie.

W dalszych podrozdziatach tej pracy przedstawimy caty szereg modyfikacji, jakie
wprowadzilismy do podstawowej konstrukcji modelu Lee-Cartera, oraz wyniki zastosowania
zmodyfikowanego modelu (a wtasciwie zmodyfikowanych modeli) do badania populacji kobiet
polskich. Natomiast nie bedziemy odwotywaé si¢ do prob wnioskowania o przysztosci dla
danej populacji (np. polskich kobiet) na podstawie wiedzy o przesztosci innych populacji, ktore
mozna z jakich§ powodow uznac za wzorzec, powielany z pewnym opdznieniem przez polskie
kobiety. Wiedza o ewolucji w innych populacjach jest bardzo czgsto wykorzystywana w
analizach jakosciowych, rzadko jednak sposob jej wykorzystania daje si¢ wtloczy¢ w ramy
Scistego wnioskowania statystycznego. Nie bedziemy si¢ takze odwotywaé¢ do metod
stosowanych w badaniach opartych na innych zrédtach danych, niz statystyka panstwowa.

Na koniec uwag wstepnych gar§¢ informacji o wykorzystywanych danych. Sg to
prawdopodobienstwa urodzenia zywego dziecka przez kobiet¢ w wieku ukonczonych x lat w
ciggu roku ¢, oznaczanych przez q,. . w przypadku gdy chodzi o urodzenie kazdego dziecka, za$
przez ql,,;, gdy chodzi o wurodzenie pierwszego dziecka. Tak zdefiniowane
prawdopodobienstwo wyznacza si¢ empirycznie jako iloraz liczby urodzen zywych
(wszystkich badZz pierwszych) podzielonej przez liczbg¢ kobiet w badanej populacji kobiet,
ktorym takie zdarzenie mogto si¢ przytrafic.

Nalezy zwroci¢ uwage na to, iz niekiedy ta sama kobieta moze w liczniku ilorazu q, ¢
pojawi¢ si¢ wiecej niz raz, o ile np. urodzita zywe blizniaki (trojaczki, czworaczki itd.) i/lub
urodzita w ciggu roku ¢ zywe dzieci pochodzace z dwoch kolejnych cigz, ale w obu przypadkach
cigze te swoj final znalazly w czasie, gdy wiek tej kobiety (liczony w ukonczonych latach)

wcigz wynosit x. Pro$ciej jest w przypadku wspotczynnika g1, . gdzie w liczniku kazda kobieta



moze pojawi¢ si¢ co najwyzej raz. Oznacza to oczywiscie, iz $cisle rzecz biorac jedynie
wspOlczynnik g1, , jest rzeczywiScie miarg prawdopodobiefnstwa odpowiedniego zdarzenia,
podczas gdy wspotczynnik g, . jest empirycznym odpowiednikiem oczekiwanej liczby dzieci
urodzonych w roku ¢ przez kobiet¢ w wieku x. Dla uproszczenia bedziemy si¢ poshugiwaé
jednak krotszym terminem prawdopodobienstwo, z uwagi na to ze w praktyce roznice
pomigdzy tymi dwiema wielko$ciami sg pomijalne.

Mianownik obu tych utamkow jest wyznaczany w szczegdlny sposéb. Jest on sumg wag
— liczb z przedzialu (0,1) — przypisanych wszystkim kobietom urodzonym w latach
(x —t — 1) oraz (x — t), a zyjacym wciaz na poczatku roku 7. Waga przypisana danej kobiecie
mierzy dtugos¢ tej czesci roku ¢, w ktorej kobieta ta nadal zyje i jej wiek mierzony w
ukonczonych latach wynosi x. W jezyku angielskim otrzymang w ten sposob sume¢ wag
okreslamy terminem exposure, co nie ma dobrego thumaczenia na jezyk polski. Chodzi o liczbg
jednostek ryzyka, ktéra w naszym przypadku mozna by okresli¢ precyzyjnie, acz topornie
mianem liczby kobieto-lat, podobnie jak w ubezpieczeniach komunikacyjnych mozna mowic
o liczbie samochodo-lat. Od razu nalezy tu zaznaczy¢, ze w przypadku wspotczynnika q1,
analizowaliSmy w badaniu prawdopodobienstwa bezwarunkowe, nie eliminujac z mianownika
liczby tych kobiet, ktore juz swoje pierwsze dziecko urodzity. W wielu badaniach (szczegolnie,
gdy interesuja nas szczeg6ély dotyczace urodzen pierwszych, drugich trzecich, itd., odstepy w
czasie mi¢dzy kolejnymi urodzeniami itp.) badacze analizujg prawdopodobienstwa warunkowe
urodzenia k-tego dziecka, ktore oblicza si¢ biorgc pod uwagg liczbe tylko tych kobiet, ktore juz
urodzity (k — 1) dzieci. Wyboru prawdopodobienstw bezwarunkowych dokonalismy z uwagi
na pewng ich oczywista wlasno$¢. Chodzi o to, ze wspoélczynnik zagregowany q, . jest z
definicji zwyczajng suma wspotczynnikow ql, ., G2, ¢, G35 ¢,... tylko wtedy, kiedy te ostatnie
to prawdopodobienstwa bezwarunkowe. Jesli w tej roli obsadzimy prawdopodobiefistwa
warunkowe, prostota tego zwigzku znika. Drugim, bardziej subtelnym powodem jest to, ze
GUS liczy exposure dla prawdopodobienstw warunkowych opierajgc si¢ na rzeczywistych
danych jedynie raz na wiele lat, a w latach posrednich na zgrubnych szacunkach i
interpolacjach. Sytuacj¢ komplikuje konieczno$¢ uwzglednienia procesOw emigracji i
imigracji, ktore w istotny sposéb modyfikujg zaréwno liczbe kobiet rodzacych, jak i liczbg
kobiet nie rodzacych dzieci w kolejnych latach kalendarzowych i w roznych grupach
wiekowych. Korekty te maja dos¢ skomplikowany charakter, a przy tym sa zawodne, co
zwigzane jest z trudnosciami ustalenia w ramach systemow statystyki panstwowej, jaka liczba

wyjazdow lub powrotow z zagranicy ma charakter trwaty. To wlasnie stanowi argument



zwolennikow analizowania prawdopodobienstw warunkowych — niektorzy badacze
(szczegdlnie ci zwigzani z GUS-em) twierdza, ze btedy pomiaru efektéw emigracji i imigracji
sa mniejsze w przypadku danych stuzacych do oszacowania prawdopodobienstw
warunkowych. Nam argumenty przemawiajace za wyzszg wiarygodnoscig danych GUS o
prawdopodobienstwach bezwarunkowych niz warunkowych wydaty si¢ bardziej przekonujace,
na co oczywiscie zadnych twardych dowodéw nie mamy. Oceng zasadnos$ci takiego pogladu
utrudnia fakt, ze dla oceny bledéw pomiaru ilorazu kluczowe jest to, czy bledy pomiaru licznika
1 mianownika sg silnie dodatnio skorelowane, czy nie. O ile mozna znalez¢ opinie pracownikow
merytorycznych GUS o skali tych btedow z osobna, to na ocene¢ stopnia ich skorelowania
nigdzie natrafi¢ nie zdotalismy.

Ostatnia rzecz wymagajaca wyjasnienia, to uzycie przez nas terminu ,kohorta”.
Bedziemy mianowicie uzywa¢ umownego terminu ,,kohorta kobiet z roku #” dla okres$lenia tych
kobiet, ktorych dotyczy szereg prawdopodobienstw qis¢i1s,G16c+160 17,6417 oo Sposob
wyznaczania tych ilorazow oznacza, iz w sklad tej umownej kohorty wchodzi¢ beda
(czgsciowo) zarowno kobiety urodzone w roku ¢, jak i w roku (t — 1).

Ostatecznie wykorzystalismy dane ktorych zrodiem pierwotnym jest GUS, cho¢
bezposrednio z tego zrodta skorzystaliSmy tylko w odniesieniu do lat 20171 2018. Za lata 1971-
2016 pobralismy dane z Human Fertility Database?, cho¢ pierwotnym zrédtem ich pochodzenia
w odniesieniu do Polski sg oczywiscie dane GUS. Rzecz w tym, ze bezposrednio na stronie
GUS mozna znalez¢ takie dane (w formie zdigitalizowanej) za lata 1981 — 2018. Metodologia
obrobki danych przez HFD we wspotpracy z GUS-em zapewnia jednak, Ze starsze dane
(pochodzace oczywiscie tez z GUS-u), zostaty przed dotaczeniem do bazy doprowadzone (co
do szczegotow metodologii) do porownywalnosci z danymi pozniejszymi, czego sami z
pewnoscig nie bylibySmy w stanie rzetelnie dokona¢ korzystajac z danych pochodzacych ze
starych publikacji GUS. Poroéwnanie danych dostgpnych na stronie GUS za lata 1981-2016 z
danymi z HFD upewnito nas, w ktorej tabeli GUS szuka¢ danych identycznych do tych
zaczerpni¢tych z HFD, by nastgpnie w oparciu o t¢ samg tabel¢ uzupeni¢ dane o lata 2017 1
2018.

Co wazne, rok 2017 byt ostatnim rokiem, kiedy GUS gromadzit i publikowal dane o
urodzeniach wedtug kolejnos$ci. Dane na ten temat zniknety nie w samym GUS-ie, ale u zrodta

(notujac zajsécie urodzenia zywego zaniechano notowania, z ktorym z kolei urodzeniem zywym

2 Wykorzystaliémy dane z pliku POLasfrRRbo.txt, pobranego z witryny https://www.humanfertility.org/cgi-
bin/main.php w dniu 21 kwietnia 2019 roku
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danej kobiety mamy do czynienia). Dlatego dokonana przez nas analiza ogranicza si¢ w
przypadku wspotczynnikow ql,, do probki za lata 1971-2017, podczas gdy analizg
wspotczynnikow g, . objeliSmy takze rok 2018.

Badaniem objelismy grupy wiekowe 15 — 45 lat, ktore z wyjatkiem grup skrajnych sg
grupami jednorocznymi. Wspolczynnik oznaczany przez nas jako q;s . jest tak naprawde suma
wspotczynnikow jednorocznych grupy 15 lat, 14 lat, itd. Wspdlczynnik oznaczany za$ jako
45, jest suma wspoOtczynnikow grup 45, 46, 47 itd. W zbiorach oryginalnych danych role¢ grup
skrajnych petni grupa wiekowa 12 lat i mniej oraz grupa wiekowa 55 lat 1 wigcej. Uznali$my,
iz szkoda w postaci utraty informacji jest w obu przypadkach mniejsza, niz skutek w postaci
zaciemnienia obrazu przez za$miecenie analizy nieistotnie matymi wspolczynnikami, bez

znaczenia dla oceny catkowitej dzietnosci.

2. Model Lee-Cartera
W roku 1992 Ronald D. Lee oraz Lawrence Carter zaproponowali nowy sposob
modelowania $miertelnosci. Wersja oryginalna 1 jej poézniejsze modyfikacje staty sig
fundamentem badan i prognoz w tym zakresie, mi¢dzy innymi nakierowanych na konstrukcje
prognozowanych (niekiedy uzywa si¢ okreslenia projektowanych lub dynamicznych) tablic
trwania zycia. Posta¢ modelu w wersji pierwotnej przedstawia si¢ nastgpujaco:
Inpye = ay + Buke + &xy, x € {Xminy » Xmax}> € {tmin, -+r tmax}
gdzie:
e (x,t) —toodpowiednio wiek w latach i rok kalendarzowy,
® U, —to wspoOlczynnik nat¢zenia zgondw osob w wieku x w roku kalendarzowym t,
e «a, —to $redni poziom logarytmu wspotczynnika zgonéw os6b w wieku x w catym
okresie od t,,;, do taxs
® [y K -tosystematyczna cz¢s¢ odchylenia In pu, , od a,, czgsto nazywana w skrocie
,efektem kalendarzowym”,
® &, - tolosowa cze$¢ odchylenia In u, ¢ od a,, czgsto nazywana efektem indywidualnym
o Brpin Brminttr =+ Bxmax — to cigg wspotczynnikow wyznaczajacych strukture wiekowa
efektow kalendarzowych,
o Ktpin Ktpn+1r = s Kepo, — to szereg czasowy reprezentujacy dynamike efektow
kalendarzowych.
Dodatkowo autorzy przyjeli zalozenie, iz skfadniki losowe &, sa niezaleznymi

zmiennymi losowymi o rozkladach normalnych z zerowa wartoscig oczekiwang i jednolitg



wariancjg. Dopelieniem modelu (niezbednym, o ile zamierzamy uzy¢ modelu do generowania
prognoz), jest model szeregu czasowego k;, W najprostszej wersji w postaci modelu btagdzenia
przypadkowego z dryfem.

Dla celow uzyskania jednoznacznej identyfikacji nieznanych parametréw modelu
przyjmuje sie jeszcze dwa zatozenia normujace, najczesciej w postaci Y., f2 =1, Yk, = 0.

Przy powyzszych zatozeniach estymacja nieznanych parametréw modelu jest
stosunkowo prosta — zastosowanie metody najwickszej wiarygodnos$ci prowadzi do
estymatorow rownowaznych tym, ktore otrzymamy minimalizujgc sum¢ kwadratow reszt, a
rezultat jest nastgpujacej postaci:

- estymatorami wspotczynnikow a, sa zwykte Srednie arytmetyczne z obserwacji In p, ¢
po czasie ¢,

- estymatory wektorow struktury wiekowej f§ oraz dynamiki w czasie k sg rownowazne
wektorowi fadunkow czynnikowych oraz przebiegu w czasie wartosci czynnika gléwnego,
ktére otrzymujemy w wyniku analizy sktadowych gléwnych zastosowanych do naszych
obserwacji po odjeciu wyestymowanych wstgpnie parametrow «,. Obliczeniowo stosuje si¢
tutaj metode tzw. Single Value Decomposition (SVD).

Obliczeniowo zadanie ciagle jest stosunkowo proste, o ile wzbogacimy systematyczng
cze$¢ modelu o dodatkowy (drugi, trzeci, ...) efekt kalendarzowy. Ma to sens na przykitad w
przypadku, gdy spodziewamy si¢ iz dynamika zmian $miertelno$ci w starszych przedziatach
wiekowych okaze si¢ istotnie inna (w badanym okresie czasu) niz dynamika zmian w
mtodszych grupach wiekowych. Wtedy zadanie rozwigzujemy niemal tak samo, wytawiamy
jednak nie tylko pierwsza sktadowa gtowna, ale takze sktadowa drugg, ewentualnie trzecig itd.

Zadanie komplikuje si¢ w sposob istotny, jesli poddamy pierwotng posta¢ modelu jedne;j
(lub wiekszej liczbie) innych modyfikacji. Jedna z takich modyfikacji to odstgpienie od
zalozenia o rozkladzie normalnym skladnikéw losowych, najczesciej na rzecz zatozenia o
rozkladzie Poissona. Ta modyfikacja jest zasadna wtedy, gdy analizujemy probki o
ograniczonej liczebno$ci, pochodzace z badan reprezentacyjnych badz z bazy danych o
klientach zaktadu ubezpieczen. Nie dotycza wigc one naszego przypadku. Inne modyfikacje,
ktore wystgpia w modelach w tym badaniu zastosowanych, oméwimy w nastepnych

podrozdziatach.

3. Modyfikacje pierwotnej postaci modelu Lee-Cartera — skladnik systematyczny



Oszacowalismy w sumie trzy pary modeli o r6znej strukturze, kazda w wersji dla danych
o dzietno$ci ogoétem q,. 1 w wersji dla danych o urodzeniach pierwszego dziecka q1, ..

Struktura tych modeli (w wersji dla dzietnos$ci ogotem) jest postaci:

Qxt = Ay + Bliki + B2xYe—x + Ext [1]
Qxt = Bl + B2,Kk2: + Ext [2]
Qxt = ﬂlxylt—x + lgzxyzt—x T Ext [3]

Modele te roznig si¢ wiec specyfikacjga czesci systematycznej. Pierwszy z nich jest
uzupehieniem pierwotnej wersji modelu Lee-Cartera o efekt kohortowy w postaci S, V¢—x,
gdzie wspotczynniki wektora [ reprezentuja strukture wiekowa, za§ wyrazy szeregu czasowego
¥ reprezentuja zmienno$¢ w ciagu kolejnych kohort (a nie lat kalendarzowych, jak szereg k).
Taka specyfikacja pojawia si¢ m.in. w pracach Renshaw’a i Habermana z 2003 roku i
pozniejszych. Model drugi zaklada wspotistnienie dwoch efektow kalendarzowych (i brak
efektow kohortowych), za§ model trzeci — odwrotnie — wylacznie dwa efekty kohortowe.

Na parametry modelu 1 narzucono najbardziej standardowy zestaw ograniczen. Zatozono
wiec Zze sumy wyrazow obu szeregdw ».2015.. k, oraz Y2293, v, rowne s3 zeru, przyjeto
rowniez zatozenia normujace skalg elementéw wektora 1 oraz 2.

Modele 2 i 3 w odréznieniu od modelu 1, skonstruowane sa w taki sposéb, aby za ich
pomoca mozna bylo przeprowadzi¢ dekompozycj¢ zmian dzietnosci na dwa odrgbne efekty. W
modelu 2 przyjeto, iz jedynie suma wyrazOw szeregu kK2, wynosi zero, suma elementow
wektora [2 tez wynosi zero, za$ suma elementéw wektora f1 wynosi jeden. Jednoznacznos¢
identyfikacji parametrow wymaga dodatkowego zalozenia normujacego skale elementdéw
wektora 2. Taki zestaw ograniczen uzupetliony przez usuni¢cie z modelu wektora
gwarantuje jednoznaczng interpretacje dwoch efektow. Pierwszy efekt kalendarzowy
odpowiada mianowicie w pelni i wylgcznie za zmiany dzietnosci catkowitej, za§ drugi efekt
kalendarzowy odpowiada w pelni i wylacznie za zmiany struktury wiekowej dzietnosci.
Parametr k1, mozemy jednoznacznie interpretowac jako przekrojowy wspotczynnik dzietnosci
w roku ¢. Natomiast przyrosty wyrazow szeregu k2, odpowiadajg za zmiany, jakim podlega
struktura wiekowa dzietnosci, kiedy wzrostowi dzietnosci w jednych grupach wiekowych
towarzysza kompensujace spadki dzietnosci w innych grupach. Dekompozycja zmian
dzietno$ci na zmiany jej poziomu i1 zmiany jej struktury wiekowej jest klarowna i petna, z
jednym zastrzezeniem — zmiany ktére nie dajg si¢ w ten klarowny sposob zdekomponowaé
zawarte s3 w skladniku indywidualnym &, ., 1 im skala jego wahan jest wigksza, tym mniej

doskonata jest przeprowadzona dekompozycja. Analogiczne ograniczenia narzucono na



parametry modelu 3, z tg jednak r6znica, ze tym razem zaro6wno zmiany dzietnosci ogotem jak
1 zmiany jej struktury wiekowej model ten wigze z r6znicami pomigdzy kolejnymi kohortami
kobiet, a nie z kolejnymi latami kalendarzowymi. W szczego6lnosci estymowane w tym modelu
elementy szeregu y1, interpretujemy jako oszacowania kohortowych wspolczynnikéw
dzietnosci. Takze 1 w tym wypadku mamy do czynienia z dekompozycja tym bardziej
doskonata, im mniejsza jest skala wahan nie dajacych si¢ zdekomponowaé sktadnikow
losowych. Pewne dodatkowe zrodto niedoskonato$ci dekompozycji w modelu 3 wigze si¢
jednak z faktem, iz dla kohort najstarszych i najmlodszych mamy niekompletne obserwacje.
Doktadniej temu problemowi przyjrzymy si¢ nieco dale;j.

Dociekliwy Czytelnik zapewne juz si¢ zorientowal, dlaczego przedmiotem modelowania
w naszym przypadku sa oryginalne warto$ci wspotczynnikow q, . oraz ql, ., a nie — jak w
tradycyjnych badaniach $miertelnosci — ich logarytmy. Powdd jest prosty: jesli dokonamy
wstepnego zlogarytmowania naszych danych, caty urok interpretacji wynikow uzyskanych w
modelach 2 i 3 w jednej chwili prysnie. Uwaga ta oczywiscie nie dotyczy modelu 1, w ktorym
kazdy ze wspotistniejacych efektow — tak kalendarzowy jak i kohortowy — reprezentuje
potencjalnie oba rodzaje zmian — zar6wno zmiany dzietnosci ogolnej, jak 1 zmiany jej struktury
wiekowej.

Wypada wreszcie wyartykulowaé oczekiwania i mozliwe interpretacje, ktore sktonni
byliby$my nada¢ wynikom, gdyby si¢ na przyktad okazato ze jeden z tych modeli jest wyraznie
lepiej lub wyraznie gorzej dopasowany do danych, niz pozostate. Jednym stowem, na jakie
pytania badawcze zaproponowane modele miatyby udziela¢ odpowiedzi. Gdyby model 1
okazat si¢ wyraznie lepszy od modeli 2 i 3, oznaczaloby to ze w rzeczywistosci wystepuja silne
efekty zarowno kohortowe, jak i1 kalendarzowe, 1 nakladanie si¢ ich na siebie utrudnia
dokonanie prostej 1 klarownej dekompozycji zmian na zmiany dzietnosci ogdlnej i zmiany jej
struktury wiekowej. Z kolei poréwnanie wynikéw dopasowania modeli 2 i 3 moze pomoc
odpowiedzie¢ na ciekawe pytanie — czy dramatyczny spadek dzietno$ci, ktory dokonat si¢ w
srodkowej czesci badanego okresu, miat charakter przede wszystkim zmiany pokoleniowej, czy
tez raczej wigza¢ go mozemy ze zjawiskami, ktore wptywaty w podobny sposéb na aktywnos¢
prokreacyjng kobiet w roznym wieku w tych samych latach kalendarzowych. Akceptowalne
wyniki oszacowan modeli 2 i/lub 3 zardwno w odniesieniu do modelowania wspoétczynnikoéw
dxt jak 1 q1, ¢, stwarzaja mozliwosci udzielenia odpowiedzi na jeszcze jedno ciekawe pytanie.
Wyznaczywszy bowiem wspotczynnik dzietnosci ogotem (ile finalnie dzieci przypada na jedna
kobiete) oraz prawdopodobienstwo posiadania dziecka (dopetienie odsetka kobiet finalnie

bezdzietnych), mozemy pierwszy wskaznik podzieli¢ przez drugi, i otrzymaé¢ w rezultacie



finalng liczbe dzieci przypadajaca na kobiete, ktora w ogole dzieci posiada. Krotko mowiac,

nasze pytania badawcze:

e dotyczg — w zakresie materii badanej — mechanizmu spadku dzietnos$ci, z jakim mieliSmy
do czynienia w Polsce w badanym okresie, w szczegdlnos$ci za$ odpowiedzi na pytania:

o naile ostateczne efekty mozna przypisa¢ spadkowi liczby dzieci przypadajacych na
jedng kobiete ktora w ogole dzieci posiada, a na ile wzrostowi odsetka kobiet
bezdzietnych

o jak na zachodzace zmiany dzietnosci naktadat si¢ proces przesuwania si¢ wieku
rodzenia dzieci

o jak ten proces przebiegal w czasie, w szczegolnosci zas czy miat w wickszej mierze
charakter zmiany pokoleniowej, czy tez raczej dokonywat si¢ w rytmie kolejnych
lat kalendarzowych

e dotyczg — w zakresie metodologii — tego, czy zaproponowane modele wraz ze wszystkimi
szczegOlami estymacji ich parametréw moga z sukcesem postuzy¢ do odpowiedzi na tego

rodzaju pytania merytoryczne, jakie w badaniu sobie postawilismy.

4. Modyfikacje pierwotnej postaci modelu Lee-Cartera — skladnik losowy

Sktadniki losowe w modelach typu Lee-Cartera moga zaré6wno wykazywaé
heteroscedastycznos¢, jak i1 autokorelacje. Pierwsze z tych zjawisk przynajmniej posrednio
bywa uwzgledniane za posrednictwem zalozen o rozkladzie skladnikéw losowych.
Przykladowo, stala wariancja odchylen w modelu na logarytmach oznacza de facto, iz w
odniesieniu do surowych danych zaktadamy staly stosunek wariancji do kwadratu warto$ci
oczekiwanej naszych obserwacji. Z kolei zatozenie o rozktadzie Poissona dla surowych danych
oznacza, iz przyjmujemy stato$¢ stosunku wariancji odchylen do wartosci oczekiwanej w
pierwszej potedze.

Co ciekawe, drugie z tych zjawisk praktycznie nie ma literatury (jesli pomina¢ wzmianki
o referatach na konferencjach prezentowanych przez autora, Wojciecha Otto (por. ASMDA
2019, book of abstracts). Tymczasem pierwszy rzut oka na reszty z dowolnego modelu tej
klasy, zastosowanego do danych o $miertelno$ci czy dzietnosci pochodzacych ze statystyk
narodowych, pozwala dostrzec ,,duze plamy” sasiadujacych ze sobg reszt dodatnich lub reszt
ujemnych.

Efekt ,,duzych plam” mozna interpretowac¢ dwojako. Zapewne korelacje w jakiej$ czesci

sa skutkiem charakteru btedow pomiaru popetnianych w statystykach ludnosci (na przyktad na
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skutek stopniowo narastajgcego btedu szacunkéw dokonywanych w kolejnych latach od
ostatniego spisu powszechnego). W pewnej jednak czesdci (wydaje si¢ ze w przewazajacej) sa
one refleksem rzeczywistych prawidlowos$ci, ktorych systematyczna cze$¢ modelu nie
pokrywa. W szczeg6lnosci kazdy z trzech zaproponowanych modeli zaktada, iz zmiany w
czasie majg charakter niejako globalny, oddziatujac (w proporcjach zadanych stalg strukturg
wektora ) na wszystkie grupy wiekowe kobiet czy tez wszystkie lata zycia (od 15 do 45) dane;j
kohorty. Tymczasem mozna si¢ spodziewal wystgpowania takze zmian w aktywnosci
prokreacyjnej o charakterze ,,lokalnym”, dotyczacym kilku sasiadujacych lat obserwacji oraz
grup kobiet w zblizonym wieku. Ogdélnie chodzi wiec o wystepowanie silnych autokorelacji
corr(sx,t, Ex—it— j), gdy wskazniki odstgpu i oraz j sa niewielkie.

W szczegdlnych przypadkach autokorelacjom tym mozna nada¢ konkretniej brzmigca
interpretacje, ktora tez moze by¢ pomocna przy diagnostyce poprawnosci specyfikacji
systematycznej cze$ci modelu. Jesli na przykiad obserwujemy (oczywiscie za posrednictwem
obserwacji reszt) silne autokorelacje corr(ex,t, ex_k‘t_k), mozemy je przypisa¢ zjawisku
efektow kohortowych. Jesli autokorelacja dla k = 1 jest silna, ale wraz z rosngcym odstgpem
k jej sita szybko zanika, mozemy moéwi¢ konkretniej o zjawisku lokalnych efektow
kohortowych. Jesli jednak kolejne autokorelacje sa silne, dodatnie, i szybko nie zanikaja,
mozemy podejrzewac istnienie globalnych efektow kohortowych, nie uwzglednionych w
systematycznej czg¢sci modelu. Blad zbyt ubogiej specyfikacji moze polega¢ na tym, iz
wystepujacych w rzeczywistosci globalnych efektéw kohortowych w ogdle w modelu nie
uwzglednili$my (casus modelu 2), lub tez ze uwzglednilismy pojedynczy efekt kohortowy, a
powinnismy uwzgledni¢ dwa takie efekty (casus modelu 1). Podobnie moze wyglada¢ nasza
interpretacja, jesli zauwazymy silne dodatnie autokorelacje corr(ex't, Ex— k,t). Oznaczaja one
wystepowanie lokalnych efektow kalendarzowych, ale takze — o ile korelacje nie znikaja
szybko wraz ze wzrostem odstepu k - moga sygnalizowa¢ zbyt uboga specyfikacje czesci
systematycznej, w ktorej uwzgledniliSmy zbyt malg liczbe globalnych efektow
kalendarzowych.

Ostatecznie we wszystkich trzech modelach 1 ich dwoch wersjach dla danych g, . oraz
q1, ., wykorzystaliSmy jednolita specyfikacj¢ autoregresyjnego modelu sktadnikow losowych,
z funkcja autoregresji rozciagni¢ta na dwa wymiary (poprzednie lata w zblizonych grupach

wiekowych, oraz mtodsze grupy wiekowe w tym samym roku):

_v3 3 3
Ext = Di=—3 Dj=1PijEx—it—j T Di=1PioEx—it T Nxts [4]
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gdzie zalozenie o niezalezno$ci utrzymujemy juz jedynie dla innowacji 17, .. Stosujac ten wzor
dla obserwacji na brzegach obszaru probki przyjeliSmy zatozenie techniczne, iz sktadniki
losowe &, = 0 we wszystkich przypadkach gdy wiek x jest mniejszy niz 15 lub wigkszy niz
45, jak rowniez gdy t < 1971. Wobec tego estymacja funkcji autoregresji po cz¢sci opiera si¢
na obserwacjach utomnych. Dotyczy to obserwacji dla wieku 15, 16 1 17 lat oraz 43, 44 1 45
lat, jak rowniez obserwacji z lat 1071, 1972, oraz 1973. Przyje¢te z gory zalozenie, iz ignorujemy
zaleznos$ci sktadnikow losowych oddalonych od siebie o wigcej niz trzy lata (kalendarzowe,
badZz wiekowe) wyniklto wiasnie z przekonania, iz w przeciwnym przypadku udziat w probce
obserwacji ,,ulomnych” bytby zbyt wielki.

Poza niezalezno$cia wzajemna innowacji 1, . przyjeliSmy takze, iz maja one rozktady
normalne o zerowej warto$ci oczekiwanej, oraz wariancjach statych w przekroju lat
kalendarzowych, zaleznych jednak od wieku. Nie znajdujac empirycznego potwierdzenia
zadnego z typowych zatozen dotyczacych tego, jak owe wariancje zaleza od warto$ci
oczekiwanych, w kazdym przypadku dokonywaliémy ich oszacowania, zakladajac jedynie iz
kolejne warto$ci odchylen standardowych dla wieku x = 15,16,17, ...,45 leza na linii famane;j
zlozonej z trzech prostych odcinkéw, co wymagato estymacji 6 parametrow (po 2 na kazdy

odcinek prosty linii tamanej).

5. Estymacja parametrow
Estymacje parametrow zaproponowanych modeli przeprowadziliSmy wazong metoda
najwiekszej wiarygodnosci, obcigzajac funkcje wiarygodnosci odpowiednio skonstruowang
funkcja kary. Dokladniej, metodami iteracyjnymi znajdywaliémy minimum nast¢pujace]
funkcji:
f(a,B1,B2,k1,k2,y1,y2,p,v) =
= S {In0E + (nxe/0x) J oy + Kara(B1, 62,71, v2,p) [5]
e gdzie pierwszy skladnik to pomnozony przez (-2) logarytm wazonej funkcji
wiarygodno$ci z pomini¢ciem statej,
* w, to wagi nadane obserwacjom dotyczacym poszczegolnych grup wiekowych,
e v to parametry famanej, na ktérej lezg wartosci odchylen standardowych o, rozktadu
innowacji 1y ¢,
e ,Kara” to funkcja kary nalozona na wspolczynniki wektorow struktury wiekowe;,
elementy wektora dynamiki efektow kohortowych, oraz wspotczynniki funkcji

autoregresji sktadnikow losowych ukryte razem za symbolem p,
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® Myt = Ext — Z?=—3 Z?=1 PijEx—it—j — Z?=1 Pio€x—it to Innowacje

®  &rt = Qxt — x¢, gdzie wspotczynnik g, . oznacza wyliczong z systematycznej czgsci
modelu warto$¢ wspotczynnika g, ¢, zgodnie ze wzorem [1], [2] badZ [3], za$

o &r=qly— ql x,t>jest analogiczng wielkos$cig w modelu urodzen pierwszego dziecka

e na parametry modeli narzucone sa odpowiednie ograniczenia normujace

Oczywiscie zadanie maksymalizacji rozwigzywane bylo dla kazdego z trzech
podstawowych modeli przy dodatkowych oczywistych ograniczeniach: narzucono
ograniczenia zerowe na elementy wektorow k2 oraz y2 w modelu [1], na elementy wektorow
a,v1,y2 w modelu [2], oraz na elementy wektorow a, k1, k2 w modelu [3].

W rzeczywistos$ci dokonaliSmy 12 réznych oszacowan, poniewaz dla kazdego z 6
dotychczas omoéwionych modeli dokonali§my estymacji parametrow dopuszczajac niezerowe
warto$ci wspolczynnikow autoregresji p, oraz estymacji z narzuconymi na wszystkie elementy
zbioru parametrOw p ograniczeniami zerowymi.

Glebszego wyjasnienia wymaga uzycie przez nas wag w,. Typowe okolicznosci, kiedy
wazymy poszczegbdlne obserwacje, zwigzane sg w gruncie rzeczy z wystepujacag w modelach
heteroscedastycznoscig sktadnikow losowych. Tymczasem my heteroscedastycznos¢ juz
uwzgledniliémy bezposrednio w postaci zréznicowanych parametrow o2, za$ wagi w,
wprowadzili$my z zupelnie innego powodu. Aby te powody wyjasni¢, przyjrzyjmy si¢ najpierw
pewnym dwom skrajnym podejéciom do budowania naszych modeli.

e Pierwsze podejScie prowadzi do zastosowania zwyktej metody najwigkszej wiarygodnosci,
gdzie zroznicowane traktowanie poszczegdlnych obserwacji wynika wytgcznie ze skali
wariancji sktadnikow losowych (wtedy w naszym modelu przyjelibySmy wszystkie wagi
w, réwne jeden). Takie podejscie znajduje uzasadnienie w pewnych ogolniejszych
pryncypiach wnioskowania statystycznego. Zasadzaja si¢ one na przekonaniu, Ze nasza
specyfikacja systematycznej cze¢$ci modelu jest w pelni poprawna, i Ze istnieje obiektywnie
co$ takiego, jak prawdziwe warto$ci parametrow modelu. My tylko szukamy informacji na
ich temat, ukrytej za naszymi danymi z probki, ktére ku naszemu utrapieniu obarczone sg
zaburzeniami losowymi. Wobec tego jasne jest, ze obserwacje obarczone zaburzeniem
losowym o malej wariancji zawieraja wiecej informacji o nieznanych parametrach, niz
obserwacje obarczone zaburzeniem losowym o duzej wariancji.

e Drugie podejscie prowadzi do zignorowania ewentualnego zréznicowania wariancji reszt.
Glownym celem badania moze by¢ bowiem skonstruowanie takiego indeksu dzietnosci,

ktory najlepiej jak to mozliwe odzwierciedli zmiany w czasie (lub w przekroju kolejnych
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kohort), jakim catkowita dzietno$¢ podlega. Nie chcemy wigc, aby tendencje obserwowane
w grupach wiekowych, ktore maja znikomy udziat w ogélnej dzietnosci, zanadto wptynety
na nasz indeks. Ma on odzwierciedla¢ zmiany dzietno$ci reprezentatywne przede
wszystkim dla tych grup wiekowych, ktoére te dzietno$¢ w znaczacej mierze ksztattuja. Do
takiej narracji znacznie mniej pasuje opowies¢ o obiektywnie istniejgcych acz nieznanych
parametrach modelu, ktorych wartosci chcemy z jak najwieksza precyzja oszacowaé. Na
miejscu jest tu raczej poglad, Ze nie ma dobrych modeli rzeczywistosci, a jedynie mniej zte,
1 — majac zawsze na uwadze postawione pytania badawcze — takich wtasnie ,,mniej ztych”
modeli powinni$my szukac.

Nasz pomyst na uwzglednienie zréznicowanych wag niezaleznie od tego, ze
uwzgledniamy zréznicowanie wariancji sktadnikéw losowych, bierze si¢ z przekonania, ze za
kazda z przedstawionych powyzej skrajnosci przemawiajg rozsagdne argumenty. Przyznanie si¢
bowiem do tego, ze pojecia lokalnych 1 globalnych efektow kalendarzowych i1 kohortowych to
bardziej twory naszego umyshu niz obiektywne byty, nie przeszkadza w ich uzywaniu w opisie
1 analizie rzeczywisto$ci. RoOwnocze$nie uzasadniona jest obawa, ze bez przydania
odpowiednio niskich wag obserwacjom w tych grupach wiekowych, ktére w znikomym stopniu
przyczyniaja si¢ do ogodlnej dzietnosci, mozemy otrzymac taki indeks dzietnos$ci, ktory w
bardzo niedoskonaty sposob odzwierciedla tempo tych zmian, ktére naprawd¢ majg znaczenie.

Kompromis, jaki przyjelisSmy, to oparcie si¢ na estymacji metoda najwigkszej
wiarygodnosci, uzupetiong jednak o wagi. Stosownie do zadania, jakie majg spelni¢ wagi,
przyjeto w badaniu takie ich wartosci, ktore odzwierciedlajg udziat sredniej (w przekroju lat
obserwacji) dzietno$ci w danej grupie wiekowej w dzietnosci ogodtem. Doktadniej, w tych
grupach wiekowych, w ktorych wskaznik udziatu g, w sumie Y2, g, wyrazony w punktach
procentowych przekracza warto$¢ 1, przyjeliSmy wage rowna 1. Jesli wspomniany wskaznik
byt mniejszy od jedynki, przyje¢lismy wage w wysokosci tego wskaznika zaokraglonego z
doktadnos$cig do 0,1 , a jesli miatoby to zwroci¢ wage zero, zaokraglaliémy z doktadno$cia do

0,01. W rezultacie otrzymaliSmy ciagi wag {w,5, ®1¢, .-, W4s } O postaci:

1 3 8 7 5 3 2 1 1 . . , . , . . .

{—, -,—,1,1,..,1,—, —,—,—,—,—} dla modeli dzietno$ci ogotem, 1 analogicznie:
10’10’ 10 10’10’10’ 10’10’ 10

{2 6 9 7 5 4 3 2 2 1 15 1 1 1

roTEr T T A B g i T Er TETYIRT T

T T T T T T T T T T T }dla urodzen 1-szego dziecka.
10°10°10°10°10°10’ 10’10’ 10’ 100’ 100 100

Wyrazne réznice w strukturze wag w pierwszym i drugim przypadku wynikajg z prostego faktu,

ze aby urodzi¢ dziecko drugie, trzecie itd., z reguty trzeba urodzi¢ najpierw dziecko pierwsze.
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Wyjasnienia wymaga takze funkcja kary wystepujaca we wzorze [5]. W istocie jest ona
sumg pigciu sktadnikéw, dotyczacych osobno grup parametrow 1, 52,y1,y2, p. Oczywiscie
w modelu [1] sktadnik odpowiadajacy za y2 nie wystepuje, w modelu [2] nie wystepuja
sktadniki odpowiadajace za y1,y2, a w modelach w ktérych zatozono brak autokorelacji nie
wystepuje sktadnik odpowiadajacy za wspotczynniki autoregres;ji p.

Stosunkowo proste jest wyjasnienie dwoch pierwszych sktadnikow. Zwigzane sg one z
zatozeniem, iz elementy wektoréw struktury wiekowej powinny mie¢ wzglednie ,,gtadki”
przebieg. Zabieg dobrze znany w modelach stosowanych do badania ewolucji $miertelnosci, w
naszych modelach ma posta¢ zastosowanej do wektorow 11 B2 funkcji kary o postaci:

o 10000 Y32 15(By — 3Bxs1 + 3Bxsz — Brs3)®.

Sens tego wzoru jest taki, ze karane jest zbytnie odstepstwo lokalne szeregu wspotczynnikow
kazdego z wektorow od przebiegu takiego, w ktorym wspotczynniki te lezg na tej same;j
paraboli. Warto§¢ parametru skali kary (10 tysigcy) zostata tak dobrana, ze we wszystkich
szacowanych modelach warto$¢ funkcji kary okazala si¢ znacznie mniejsza od dziesigciu. W
istocie wyniki nawet bez obarczenia estymacji funkcja kary wykazuja akceptowalny poziom
»gladkosci”, podobny do tak samo rozumianej ,,gtadkosci” przebiegu elementow wektora «,
estymowanego w niewymuszony Sposob.

Znacznie bardziej wyszukana jest konstrukcja funkcji kary dotyczacej szeregow
dynamiki efektow kohortowych. Chcielibysmy aby estymatory elementow tych szeregow,
podobnie jak szeregoéw dynamiki efektow kalendarzowych, odzwierciedlaly mozliwie najlepie;j
rzeczywiste prawidlowosci, a nie nasze zalozenia a priori. Problem jednak tkwi w tym, ze w
przypadku efektow kohortowych kompletne dane dotycza tylko kohort 1956, 1957,...,1973 w
przypadku danych o dzietnosci catkowitej, za§ 1957,...,1972 w przypadku urodzen pierwszego
dziecka. Im kohorta starsza od kohorty 1956, lub mtodsza od kohorty 1972, tym wigkszej liczby
obserwacji z konca lub z poczatku listy grup wiekowych brakuje. Wychodzac wigc z zalozenia,
Ze im mniej mamy obserwacji, tym mniej podstaw do twierdzenia, ze kolejne wyrazy szeregu
r6znig si¢ od siebie nawzajem, zastosowalismy funkcje kary, ktéra dla danych dotyczacych
dzietno$ci ogdétem ma postac:

o 20%72%%,6 We (Ve — Verr)?, gdzie: [6]
o w;=0 dla t € {1955,1956,...,1973},

K
o w,=(V2) dlat=1954—korazt=1974 +k,
z odpowiednim przesuni¢gciem w wersji dla danych o urodzeniach pierwszego dziecka.

Sadzimy, ze wagi rosngce w miar¢ zblizania si¢ do obu krancoéw szeregu y; sa odpowiednie,
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cho¢ oczywiscie nie jesteSmy w stanie obroni¢ arbitralnego zatozenia, ze wzrost ten ma

charakter postgpu geometrycznego, i ze iloraz postgpu wynosi akurat v/2. Obrong przyjetego
poziomu parametru skali réwnego 20 przeprowadzimy dalej, w podrozdziale poswigconym
prezentacji wynikoOw estymacji.

Jeszcze bardziej wyszukang posta¢ ma sktadnik funkcji kary dotyczacy zbioru
wspoOtczynnikéw autoregresji. Dolaczenie tego skladnika do maksymalizowanej funkcji
motywowane jest checig uniknigcia problemu niestacjonarnos$ci. Chodzi o problem, ktory w
klasycznym przypadku, gdy szereg czasowy indeksowany jest w jednym wymiarze, zwigzany
jest z ewentualnym wystgpieniem niestacjonarnej dynamiki odchylen losowych.
Niestacjonarny proces odchylen moze wygenerowaé narastajagce odchylenia szeregu od
jakiejkolwiek trajektorii, ktora chcieliby$my interpretowac jako ,,systematyczng” cz¢$§¢ modelu
szeregu czasowego, tym samym stawiajac w watpliwos$¢ samo istnienie tejze ,,systematycznej”
czesci. Istnieja jednak gotowe narzedzia, ktorymi w analizie mozemy si¢ postuzy¢ (np.
estymacja najwigkszego co do modutu pierwiastka charakterystycznego w modelu
autoregresyjnym, testowanie hipotezy ze rowny jest on jedynce). W naszych modelach mamy
do czynienia z danymi indeksowanymi w dwoch wymiarach (u nas jest to czas kalendarzowy i
wiek, w modelach przestrzennych moze by¢ to np. szerokos¢ 1 dtugos¢ geograficzna). W tym
przypadku mozna mie¢ obawy o podobnym charakterze, ale gotowych narzedzi analitycznych
nie ma. Doktadniej, chcielibySmy aby funkcja autokorelacji uchwycita efekty sasiedztwa
obserwacji (przede wszystkim lokalne efekty kohortowe i kalendarzowe, o ile takie w procesie
generujacym dane wystepuja). Nie chcemy jednak, aby funkcja autoregresji reszt przejeta role
wyjasnienia efektow globalnych, skrzywiajac przy tym oceny parametrow czesci
systematycznej modelu, o ile zostala ona oczywiscie prawidtowo wyspecyfikowana. Nie jest to
problem wydumany. W modelu, w ktorym cz¢s$¢ systematyczna sktada si¢ wytacznie z jednego
efektu kalendarzowego (jak w pierwotnym modelu Lee-Cartera), uzupetnionym o model
autoregresji sktadnikéw losowych, swobodna estymacja parametrow p zwraca proces
przejawiajacy ewidentne symptomy niestacjonarnosci. Chcieliby$my jednak, aby wzbogacenie
specyfikacji o istotne dodatkowe efekty globalne natychmiast usungto symptomy
niestacjonarnosci. Aby sobie to zapewni¢, powinniSmy (chocby w sposob niedoskonaty)
zmierzy¢ odleglo$¢ danego modelu od modelu niestacjonarnego, 1 wprowadzi¢ do procesu
estymacji funkcj¢ kary rosnacg, gdy owa odleglo$¢ maleje.

Funkcje kary, ktora zachowuje si¢ w sposob opisany powyzej, skonstruowaliSmy w

oparciu o cigg macierzy, ktore tworzymy wykorzystujac wzor rekurencyjny:
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ek +1)= ?:—3 2}11 PijEx—it—j (k) + Z?:l Pi0€x—i¢ (k), gdzie:

® &, to elementy a wiersza x 1 kolumny # macierzy o wymiarach 31 X 31,

e (k + 1) to numer macierzy wyliczonej w k + 1-szym kroku

e dokonujagc wyliczenia w danym kroku przyjmujemy po prawej stronie wyliczone w
poprzednim kroku wartosci macierzy, uzupelnione o zerowe wartosci elementow o
indeksach spoza zakresu, a wigc dla x lub ¢ rownych —2, —1, 0 oraz x rownych 32, 33, 34.

e Startowe wartosci macierzy (zaburzenie poczatkowe) przyjeto postaci &,.(0) =1 dla
wszystkich (x,t) z zakresu od 1 do 31

e efekt zaburzenia poczatkowego po k krokach mierzymy jako S = Y31, M2, €2, (k)

e naszg miarg, ktorej wzrost sygnalizuje zblizanie si¢ do modelu niestacjonarnego, jest suma
S=86+S;,+Sg+ So7 + S10

e wartodci S przekraczajace 5 X 312 wyraznie wskazuja niestacjonarno$¢, warto$ci mniejsze
od 312 stacjonarno$é, za$ wartosci pomiedzy tymi liczbami nie sg rozstrzygajace

e funkcja kary dotaczona do funkcji f we wzorze [5] to % S.

Oczywiscie, podobnie jak w przypadku poprzednio oméwionych sktadnikow funkcji kary, nie

sposob obroni¢ rozne szczegdty sposobu mierzenia ,,bliskosci do modelu niestacjonarnego™.

Uznali$my jednak, ze kierunkowo miara ta jest rozsadna.

Na koniec warto zauwazy¢, ze efekty obarczenia minimalizowanej funkcji karami
moglibySmy osiggnag¢ rownie dobrze stosujac podejScie bayesowskie, i w ramach tego
podejscia odpowiednio konstruujac szczegoély rozktadu a priori. Arbitralno$¢ szczegotow
konstrukcji poszczegdlnych sktadnikow funkcji kary zastgpilibySmy wtedy arbitralnoscig
konstrukcji 1 doboru warto$ci parametréw rozkladu a priori. W pewnym stopniu bytaby to

zmiana opakowania, w ktérym umieszczamy ten sam w istocie produkt.

6. Kryteria ocena porownawczej alternatywnych modeli
Dla celéw porownania jakosci dopasowania poszczegdlnych modeli do danych
zastosowali$my kryterium Akaike poddane pewnym modyfikacjom. Czgsto stosowana posta¢
kryterium dana jest wzorem:
o AIC = —2InL + 2k, gdzie k to liczba swobodnie szacowanych parametrow.
Samo kryterium, podobnie jak metoda najwigkszej wiarygodnosci, z ktora kryterium jest
zwigzane, posiada pozadane wlasnosci asymptotyczne. Jesli jednak liczba obserwacji jest

skonczona, a liczba szacowanych parametrow duza, mozna obroni¢ modyfikacje postaci:
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o AIC = —-2InL + 2k ﬁ, gdzie n to liczba obserwacji.

Uznali$my, ze wlasnie taka sytuacja w omawianych modelach zachodzi, skoro wraz z rosnaca
liczbg lat obserwacji ro$nie liczba estymowanych elementéw wektorow k1,x2,y1,y2, a przy
znacznym wzros$cie liczby lat obserwacji mozna latwiej znalez¢ uzasadnienie dotaczenia do
modelu jeszcze jednego efektu kalendarzowego czy kohortowego.

Potrzebe dodatkowej modyfikacji mozemy sobie uswiadomi¢, gdy zauwazymy, ze nie
wszystkie obserwacje niosg pelnowartosciowg informacje o estymowanych parametrach.
UwzgledniliSmy to juz przypisujac niektérym obserwacjom wage mniejsza od jedynki w
funkcji wiarygodnos$ci. Skoro tak, to powinniSmy nie tylko zwykta funkcje wiarygodnosci
wystepujaca w kryterium Akaike zastgpi¢ wazong funkcjg wiarygodnosci, ale takze
uwzgledni¢ to w funkcji kary, zastepujac zwykla liczbe obserwacji n sumg wag, ktore
obserwacjom przypisalismy.

Skrétu AIC bedziemy dalej uzywac majac na mysli kryterium Akaike poddane powyzej
opisanym modyfikacjom. Natomiast skrotu AI/C+Kary uzywaé bedziemy dla oznaczenia
kryterium A/C powickszonemu dodatkowo o wartos¢ funkcji kary wystepujacej we wzorze [5].
Uzasadnienie do stosowania tej ostatniej modyfikacji wigze si¢ z tym, Ze juz w procesie
estymacji parametréw wyraziliSmy gotowo$¢ obnizenia funkcji wiarygodnosci, o ile zostanie
to skompensowane odpowiednim obnizeniem funkcji kary. Jezeli bylo to uzasadnione w
procesie estymacji parametrow, to nie ma powodu, aby tego nie uwzgledni¢ na tym etapie,
kiedy wybranym parametrom modelu przypisujemy wartos$ci zerowe lub narzucamy na nie

inaczej wyspecyfikowane ograniczenia.

7. Generalna ocena i selekcja modeli do gl¢bszej analizy

W Tabeli 1 zamieszczono oceny dla modeli w ktorych zatozono zerowe wspdtczynniki
funkcji autoregresji sktadnikow losowych. Rzut oka na zawarto$¢ Tabeli 1 pozwala od razu na

wyciagnigcie zasadniczego wniosku:

Tabela 1. Oceny modeli zaktadajacych zerowe wspotczynniki autoregresji

Dzietno$¢ ogdtem Urodzenia pierwsze

Model [1] | Model [2] | Model [3] | Model [1] | Model [2] | Model [3]

AIC -13808,5 -13138,7 -12379,7 -13046,6 -11704,4 -11961,5

AIC+Kary | _13729,4 -13134,9 -12374,4 -13026,1 -11696,9 -11943,7

Zrodto: obliczenia wiasne

18



pomyst konstrukcji modeli [2] i1 [3] nie sprawdzil si¢, poniewaz ograniczenie cze$ci
systematycznej wylacznie do efektow kalendarzowych badz wytacznie kohortowych
powoduje dramatyczne pogorszenie dopasowania, i to zard6wno w przypadku modeli
dzietnos$ci ogodlnej, jak i modeli urodzen pierwszego dziecka

pozostale poréwnania (modelu [2] z modelem [3], miar dopasowania AIC z miarami
AIC+Kary) nie maja sensu, poniewaz w kazdym z tych przekrojoéw roznice sa mate, w

poréwnaniu do roznic pomigdzy modelem [1] a pozostatymi.

Wydawac by si¢ wiec mogto, ze pomyst konstrukcji modeli [2] 1 [3] po prostu si¢ nie sprawdzit,

1 préba w miar¢ precyzyjnej dekompozycji zmian dzietnosci w ramach tych modeli na zmiany

og6lnego poziomu dzietnosci i zmiany jej struktury wiekowej bedzie dalece niedoskonata z

uwagi na naktadanie si¢ na siebie istotnych efektow kalendarzowych i1 kohortowych.

Obraz diametralnie si¢ jednak zmieni, gdy przyjrzymy si¢ zamieszczonym w Tabeli 2 ocenom

jakos$ci dopasowania modeli uwzgledniajacych autoregresj¢ sktadnikow losowych.

Tabela 2. Oceny modeli uwzgledniajacych mechanizm autoregresji sktadnikow losowych

Dzietnos¢ ogotem Urodzenia pierwsze

Model [1] | Model [2] | Model [3] | Model [1] | Model [2] | Model [3]

AIC -15881,9 -15673,7 -15809,4 -14125,8 -14088,4 -14121,3

AIC+Kary | 157669 -15563,1 -15675,9 -14110,1 -14008,2 -14061,0

Zrodlo: obliczenia wlasne

Whioski ktére wyciggna¢ mozna z tych ocen, a takze z ich poréwnania z ocenami z Tabeli 1,

s3 nastepujace:

Mechanizm generowania naszych danych zawiera silne lokalne i globalne efekty
kalendarzowe 1 kohortowe. Wszystkie modele [1], [2] 1 [3] maja sens, cho¢ wystepuje
umiarkowana przewaga dopasowania modelu mieszanego [1] nad modelem z efektami
kohortowymi [3], i tego ostatniego nad modelem z efektami kalendarzowymi [2]. Ten
ranking jest taki sam dla modeli dzietno$ci ogdtem i dla modeli urodzen pierwszych, cho¢
w tym pierwszym przypadku réznice sg wyrazniejsze.

Autoregresja sktadnikéw losowych jest na tyle silna, ze pewnie w kazdym z modeli
obejmuje nie tylko lokalne efekty sasiedztwa, ale takze w przyblizony sposob odzwierciedla
pominigte w czgsci systematycznej tych modeli znaczace efekty globalne;

Pomyst konstrukcji modeli [2] oraz [3] 1 uzycia ich do analizy zmian dzietno$ci mozna

wigc uzna¢ ostatecznie za trafiony, z zastrzezeniem iz analiz¢ t¢ nalezy oprze¢ na modelach
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w wersji uwzgledniajacej autoregresje skladnikéw losowych. Sens tego postgpowania
mozna stre$ci¢ nastepujaco:

o Autoregresja sktadnikow losowych w modelu [2] pokrywa w znaczacym stopniu
zmiany o charakterze kohortowym, pomagajac w wydobyciu z naszych danych
systematycznych efektow kalendarzowych w stosunkowo czystej postaci

o Autoregresja sktadnikéw losowych w modelu [3] pokrywa w znacznym stopniu
zmiany o charakterze kalendarzowym, pomagajac w wydobyciu z naszych danych

systematycznych efektéw kohortowych w czystszej postaci

8. Metodyka estymacji i dodatkowe ograniczenia na parametry modelu

Czesto w celu ograniczenia btedow estymacji wprowadzamy ograniczenia a priori na
warto$ci parametrow, niekoniecznie wierzgc w ich zgodno$¢ z prawda. Typowa motywacja to
duza wariancja swobodnych ocen, w zwigzku z czym jest sens, aby si¢ jej pozby¢, nawet za
cen¢ wprowadzenia obcigzenia. Ma to szczegdlne uzasadnienie wtedy, kiedy duze wariancje
wynikaja z tego, iz wyjSciowa specyfikacja modelu zawiera duzg liczbe parametrow. Jest to
doktadnie nasz casus. Totez tam, gdzie sugerowaly to wyniki wstepnych ocen, takie
ograniczenia wprowadzili$my. Dotyczy to zar6wno elementow szeregdw k1,xk2,y1,y2, jak i
wektorow struktury wiekowej B1, 52 oraz elementdéw zbioru parametrow autoregresji p.
Zachodzi jednak istotna roéznica pomigdzy przypadkiem narzucania ograniczen na elementy
szeregdbw y1,y2 oraz pozostatymi przypadkami. W pozostaltych przypadkach byt wybor —
moglis$my takie ograniczenia narzucac lub nie. W przypadku szeregow y1,y2 wiadomo bylo z
gory, ze kilka pierwszych 1 kilka ostatnich wyrazow tych szeregdw wystepuje jedynie w kilku
obserwacjach, 1 wielka wahliwo$¢ ich ocen wynika z przypadkowosci odchylen
indywidualnych, bedacych sktadnikami tych obserwacji. Problem w szczegélnym nasileniu
dotyczy modelu [3], w ktorym wystepuje ponadto zjawisko znane ze zwyklej regresji liniowe;j
jako problem wspoétliniowosci zmiennych objasniajgcych. Latwo to pokaza¢ na przykiladzie,
ktéry zarazem zilustruje to, na czym problem polega, jak i to, jak z tym problemem sobie
poradzili$my. Rolg przyktadu spetnig wyniki estymacji szeregdw y1,y2 w modelu [3] w trzech
wersjach ograniczen. Wyniki dla przypadku badania dzietnosci catkowitej naniesiono na

Wykresie 1, za$§ wyniki dla badania urodzen pierwszych dzieci na Wykresie 2.
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Wykres 1. Wyniki oszacowan szeregow y1,y2 w trzech wariantach narzuconych
ograniczen dla modelu dzietno$ci catkowitej. Zrodto: opracowanie wlasne
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Wykres 2. Wyniki oszacowan szeregéw y1,y2 w trzech wariantach narzuconych
ograniczen dla przypadku urodzen pierwszego dziecka. Zrodlo: opracowanie wlasne

e Pierwsze z tych oszacowan naniesione sg na wykresach 1 oraz 2 pod nazwa gl ** oraz g2**.
Uzyskane zostaly one w wyniku estymacji parametrow modelu bez ograniczen
elastycznych 1 przy narzuceniu pewnej liczby ograniczen sztywnych narzuconych na
y1,y2. Brak ograniczen elastycznych oznacza, ze z funkcji celu [5] usunigto ten sktadnik
funkcji kary, ktory odpowiada szeregom y 1, y2, opisany wzorem [6]. Ograniczenia sztywne
polegaly na przyjeciu, iz dla kohort starszych od kohorty 1932 wartosci czynnikow
kohortowych sg rowne y 14935, ¥21932 za$ dla kohort mtodszych od kohorty 1997 sg rowne
¥11997, ¥21997. Okazalo si¢, ze otrzymane tak oceny y1 przyjmuja dla najstarszych kohort

absurdalne warto$ci. W modelu dzietnosci catkowitej za absurdalne uznali$my wartosci
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ujemne, za§ w modelu urodzen pierwszego dziecka warto$ci ujemne oraz wicksze od
jedynki. Krok po kroku przesuwaliSmy wiec granice, ponizej ktorej wszystkie warto$ci
y1,, Y2, uznajemy za rowne. Okazato si¢, ze granic¢ dla kohort najstarszych granice t¢ z
kohorty 1932 przesuna¢ trzeba byto do kohorty 1937 (dla dzietnos$ci catkowitej) oraz az do
kohorty 1943 w modelu urodzen pierwszych. Pierwszy rzut oka na wykresy pokazuje, ze
wyeliminowane zostaly oceny absurdalne, ale nadal wystepuja oceny niewiarygodne. Przy
tym wystepuje silna ujemna korelacja btedéw estymacji tych szeregéw dla kohort
najstarszych, i dodatnia dla najmtodszych. Jest to prosta konsekwencja faktu, iz dla kohort
najstarszych trudno odrézni¢ od siebie dwie sytuacje:

o wzglednie duzg czgsto$¢ urodzen pdznych przy niskiej dzietnosci catkowite;,

o wzglednie niskg czestos¢ urodzen pdznych przy wysokiej dzietnosci catkowitej
Dla kohort najmtodszych, ktére obserwujemy jedynie w pierwszych latach aktywnosci
prokreacyjnej, zalezno$¢ btgdow jest oczywiscie odwrotna.

Nastepne oszacowania naniesione sg na wykresach 1 oraz 2 pod nazwg gl* oraz g2*.
Uzyskane one zostaly przy uwzglednieniu tej samej listy ograniczen sztywnych, co
poprzednio, ale przy rownoczesnym uwzglednieniu ograniczen elastycznych w postaci [6].
Finalng wersj¢ oszacowan naniesiono na wykresy 1 oraz 2 pod nazwa gl oraz g2. Powstaty
one w wyniku ewentualnego dotgczania dodatkowych ograniczen powyzej granicy
wyznaczonej przez kohort¢ 1937 (lub 1943) oraz ponizej granicy wyznaczonej przez
kohorte 1997, o ile w wyniku takiego przesunigcia malata warto$¢ kryterium AIC+Kary.
Przesuwanie tych granic tym razem dokonywane byto niezaleznie dla szeregéw y1 oraz y2.

Mozemy teraz podsumowac role, jaka w procesie estymacji spetnity ograniczenia

elastyczne, wprowadzone za posrednictwem funkcji kary. Przede wszystkim przywrocity one

zgodny z intuicja zwigzek, ktéry w normalnych sytuacjach zachodzi pomigdzy tym, jak duze

sa roznice wyestymowanych przyrostow analizowanych szeregdw z tym, na ile te roznice sa

istotne statystycznie. Taki zwigzek zachodzi oczywiscie w przypadku estymacji szeregow

k1, k2, gdzie problem niekompletnych obserwacji na krancach nie wystgpuje. Utatwia to

znakomicie intuicyjne zapanowanie nad procesem stopniowego rozszerzania listy przyjetych

ograniczen o nowe ograniczenia. Bardzo duze podobienstwo przebiegu szeregow gl* i g2* do

szeregdw gl 1 g2 potwierdza, iz cel ten zostat osiggnigty, a co za tym idzie ze wystgpujacy we

wzorze [6] czynnik skalujacy rowny 20 nie jest zbyt maty. O tym, Ze warto$¢ tego czynnika nie

jest z kolei za duza, §wiadczy to, iz proces dotaczania dodatkowych ograniczen na ostatnim

etapie, nakierowany na minimalizacj¢ kryterium AIC+Kary przyniost w efekcie takze (tacznie,

niekoniecznie w kazdym kroku z osobna) zmniejszenie wartosci kryterium A/C.
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Wyniki estymacji w powyzej opisanych wariantach ograniczen rdznity si¢ takze pod
wzgledem oszacowan innych parametréw, mimo iz manipulacje ograniczeniami dotyczyty
tylko szeregow y1,y2. Na wykresach 3 i 4 naniesiono wyestymowane wartosci elementow
wektoréw f1, B2 w ramach kazdego z wariantow, zachowujac zgodnos$¢ z wykresami 112 w
odniesieniu do konwencji oznaczen. Wida¢ wyraznie, ze ogromne bledy estymacji ktore
obarczaja wyniki pierwszego wariantu ograniczen rozciggaja si¢ takze na btedy estymacji
wektorow B1, f2. Tym razem bardziej dramatyczne sg rd6znice w oszacowaniach dla modelu

urodzen pierwszego dziecka (wykres 4) niz dla dzietnosci catkowitej (wykres 3).
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Wykres 3. Wyniki oszacowan wektorow f1,52 w trzech wariantach ograniczen
narzucanych na szeregi y1,y2 w modelu dzietno$ci catkowitej. Zrodto: opracowanie
wlasne
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Wykres 4. Wyniki oszacowan wektorow f1,52 w trzech wariantach ograniczen
narzucanych na szeregi y1,y2 w modelu urodzen pierwszego dziecka. Zrodio:
opracowanie wiasne.

23



Przy okazji prezentacji wykreséw 3 1 4 mozna latwo wyjasni¢, w jaki sposob
unormowali$my skale elementéw wektora 2, a w rezultacie tym samym skale wahan szeregu
czasowego y2. PrzyjeliSmy mianowicie iz warto$¢ pewnego wybranego elementu wektora 52
rowna jest analogicznemu elementowi wektora 1. Narzucenie tego ograniczenia dla ktorejs ze
starszych grup wiekowych pozwolito dostrzec, iz proporcje elementow tych wektorow sg
bardzo podobne, i rozciagna¢ (z korzyscig w postaci redukcji zardbwno oceny AIC+Kary jak i
oceny AIC) to ograniczenie na wiele elementow dotyczacych starszych grup wiekowych.
Interpretacja wynikow estymacji wektora 52 jest bardzo klarowna. Ilustruje on przesuwanie si¢
aktywnosci prokreacyjnej ku starszym grupom wiekowym, jesli wyrazy szeregu y2 rosna, i
ruch odwrotny, jesli maleja. W obu przypadkach ten klarowny obraz jest nieco zaburzony w
najmtodszych grupach wiekowych, ale skala tego zaburzenia jest znikoma.

W procesie narzucania ograniczen zerowych na parametry autoregresji sktadnikow
losowych nie stosowaliSmy zadnego szczegoélnego klucza, dorzucajac sukcesywnie te
ograniczenia zerowe, ktore pozwalaty zredukowa¢ oceng A/C+Kary. Oszacowane w finalnej
wersji modelu [3] warto$ci parametréw autoregresji zamieszczone sg w Tabelach 3 1 4. Pola
czerwone w tych tabelach odpowiadaja pozycji tego skladnika losowego, ktory petni role
zmiennej objasnianej w modelu autoregresji. Pola niebieskie odpowiadaja efektom
kalendarzowym, ceglaste efektom kohortowym, zotte pozostatym efektom sgsiedztwa, za$

biate tym wspoiczynnikom, ktére w toku procedury uznano za nieistotnie rézne od zera.

Tabela 3. Oceny wspotczynnikoéw autoregresji p; ; w modelu [3] dzietno$ci catkowite;.

(i, ) 3 2 1 0

3 0,092 -0,122 -0,091

2 -0,081 -0,151 0,129

1 0,079 -0,211 0,791

0 0,051 0,201 -
-1 0,210

-2 0,053 0,126

-3 -0,124 -0,080

Zrodto: obliczenia wiasne

Mozna zauwazyé, ze w skladnikach losowych obu modeli tkwig silne efekty
kalendarzowe o charakterze lokalnym, i by¢ moze globalnym (szczegdlnie w modelu dzietnosci
catkowitej). Ponadto daje si¢ zauwazy¢, ze uwzglednienie w czesci systematycznej globalnych

efektow kohortowych spotyka si¢ w funkcji autokorelacji ze swoistg korekta w postaci lokalne;
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ujemnej autokorelacji (niezbyt silnej). Wzglednie wyrazna jest takze zalezno$¢ biezacego

skladnika

losowego od

swego

rodzaju

sredniej

warto$ci

charakteryzujacych wiele zblizonych grup wiekowych w poprzednim roku.

sktadnikow

losowych

Tabela 4. Oceny wspotczynnikow autoregresji p; ; w modelu [3] urodzen pierwszych.

(i, )) 3 2 1 0

3 0,053 -0,118

2 -0,181

1 0,113 -0,158 0,723
0 = @
-1 0,249

-2 0,052

-3 -0,072 -0,068

Zrodto: obliczenia wiasne

Zastosowana metodyka estymacji modelu [2] z efektami kalendarzowymi jest znacznie

prostsza, przede wszystkim dlatego iz nie wystgpuje tam specyficzny dla modelu kohortowego

problem niekompletnych informacji na krancach probki. Nie ma wigc szczegdlnych problemow

metodologicznych, ktorym warto by byto poswieci¢ tutaj uwage. Warto jednak zaprezentowac

oceny wspotczynnikdw autoregresji w zwigzku z wyartykutowanymi wceze$niej oczekiwaniami

co do tego, iz efekty nieobecne w systematycznej czgsci modelu powinny znalezé swoje

odzwierciedlenie w funkcji autoregresji sktadnikéw losowych. W kolejnych tabelach 51 6

zamieszczono te oceny, dla przypadku modelu dzietnos$ci catkowitej 1 urodzen pierwszych,

odpowiednio.

Tabela 5. Oceny wspotczynnikow autoregresji p; ; w modelu [2] dzietnoSci catkowite;j.

Zrodio: obliczenia wiasne

(i, )) 3 2 1 0

3 0,142 -0,127 -0,088

2 -0,152 0,187 -0,250 0,063

1 -0,103 -0,059 0,349 0,451

0 0,251 _
-1 0,069 0,216
-2 0,072
-3 -0,123
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Tabela 6. Oceny wspotczynnikoéw autoregresji p; ; w modelu [2] urodzen pierwszych.

(i, )) 3 2 1 0
3 0,141 -0,076 -0,045
2 -0,123 0,058 -0,117 -0,068
1 -0,089 0,281 0,444
0 = @
-1 0,303
-2
-3 -0,122

Zrodto: obliczenia wiasne

I rzeczywiscie wyniki s3 w miar¢ zgodne z oczekiwaniami. Efekty kalendarzowe nadal
wystepuja, ale sa przede wszystkim stabsze niz w modelach [3], i sprawiaja wrazenie efektow
lokalnych. W obu modelach obecne s3 za to efekty kohortowe. Nie sg one zbyt silne (moduty
wspotczynnikow nie sg bardzo wysokie), ale ze wzgledu na ten sam znak wspotczynnikow
reprezentuja po czesci globalne efekty kohortowe, nieobecne w czgsci systematycznej tych

modeli.

9. Wyniki oszacowan modeli z efektami kalendarzowymi

Na wykresie 5 zamieszczone zostaly warto$ci wspotczynnikéw dzietnosci catkowitej,
prawdopodobienstwa posiadania dzieci (w cyklu catego okresu aktywnosci prokreacyjnej),
oraz wspotczynnikéw dzietnosci matek, ktérym to terminem w okresla¢ bedziemy w skrocie
srednig liczbe dzieci przypadajacych na kobiete, ktora w ogole dzieci posiada. Gruba linia
niebieska oraz jasnozielona odpowiadajg wyestymowanym warto$ciom elementéw wektora k1
w modelu dzietnos$ci ogolnej oraz w modelu urodzen pierwszego dziecka, odpowiednio. Wida¢
ze niemal idealnie pokrywaja si¢ one z liniami czarnych kropek, odpowiadajacymi
wspotczynnikom dzietno$ci brutto (catkowitej i w odniesieniu do 1-go dziecka) wyliczonym
na podstawie surowych danych. Linig czerwong zaznaczono dzietno$¢ matek. Widaé, ze
zasadniczy spadek dzietno$ci miat miejsce w ostatniej dekadzie XX wieku, zahaczajac nieco
na pierwsze lata wieku XXI. Pokrywa si¢ to z latami glebokich przemian, zwigzanych z

przechodzeniem do gospodarki rynkowej. W nastgpnych latach tempo zmian przygasa.
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Wykres 5. Dzietno$¢ kobiet, prawdopodobienstwo posiadania dzieci, oraz dzietnos¢
matek. Zrodlo: opracowanie wlasne

Finalna skale zmian mozna oceni¢ porownujac na przyktad dwa wybrane lata — jeden
sprzed okresu zmian, a drugi po tym okresie. Na przyklad poréwnujac lata 1983 i 2003
obserwujemy spadek dzietno$ci catkowitej z poziomu 2,40 do poziomu 1,21. W tym samym
okresie odsetek kobiet rodzacych co najmniej jedno dziecko spada z poziomu 94% do poziomu
58%. Wynikajacy z tego wskaznik dzietno$ci matek spada z poziomu 2,55 do poziomu 2,10.

W sumie oznacza to wiec, ze na spadek dzietnosci do 50% wyjsciowego poziomu sktada
si¢ spadek odsetka matek do 61% wyj$ciowego poziomu, oraz spadek dzietnosci matek do 82%
wyjsciowego poziomu. Wida¢ wigc, ze problem depresji urodzeniowej to przede wszystkim
wzrost odsetka kobiet bezdzietnych, a po wtére dopiero, i w znacznie mniejszym stopniu,
spadek liczby dzieci przypadajacych na kobietg, ktéra w ogole dzieci posiada. Nalezy przy tym
przyzna¢, ze dobor lat 1983 1 2003 zostat dokonany tak, aby wyniki pordwnania brzmiaty
najbardziej dramatycznie. Inny dobdr lat wygenerowalby nieco mniej drastyczny, ale wcigz
dramatyczny obraz zmian, do ktorych doszto. Takze efekty dekompozycji spadku dzietnosci
przy innym doborze lat okazalyby si¢ inne, ale w zadnym przypadku nie doszloby do
odwrdcenia proporcji — zawsze efekt wzrostu odsetka kobiet bezdzietnych przewaza nad
efektem spadku dzietnos$ci matek.

Na wykresie 5 zamieszczono dodatkowo szeregi wspotczynnikéw sktadnika quantum
wyodrebnionego z danych przekrojowych dzietnosci zgodnie z metoda Bongaartsa i Feeneya.
Zanim je jednak zinterpretujemy, zapoznaé si¢ trzeba ze zmianami $redniego wieku matek
rodzacych dzieci. Zmiany te naniesiono na wykresie 6, gdzie ponownie grubymi liniami
niebieska zaznaczono $redni wiek kobiet rodzacych policzony na podstawie modelu [2], za$

linie czarnych kropek odpowiadaja obliczeniom na podstawie surowych danych empirycznych.
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W przypadku wieku zgodnos¢ wynikoOw obliczen na podstawie modeli i na podstawie
surowych danych nie jest juz tak doskonata, cho¢ kierunki trendéw, ich punkty zwrotne,
momenty lokalnych odchylen — sa3 w pelni zgodne. Obraz zmian jest bardzo prosty — do
poczatku lat dziewigcdziesigtych XX wieku wiek rodzenia pierwszego dziecka pozostawat na
stalym poziomie, a wiek rodzenia dzieci ogétem nieznacznie acz stabilnie si¢ obnizat. Od tego
momentu mamy wyrazny i do$¢ stabilny wzrost obu wskaznikéw, nieco szybszy dla wieku
rodzenia pierwszego dziecka, z niewielkimi lokalnymi przyspieszeniami okoto roku 2001 oraz
2009. Doktadnie wtedy, kiedy rosnie wiek rodzenia dzieci, obserwujemy przekraczanie
zwyktych wspotczynnikéw dzietnosci przez ich wartosci skorygowane metoda Bongaartsa-
Feeneya, z najwickszym skokiem tej korekty okoto roku 1992, i mniejszymi skokami okoto
roku 2001 oraz roku 2009.
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Wykres 6. Sredni wiek kobiet rodzacych dzieci. Zrédto: opracowanie wlasne

Pozwala to jeszcze dobitniej sens tych korekt zinterpretowa¢ — odpowiadaja one w
gruncie rzeczy na pytanie, jakg bysSmy dzietno$¢ zaobserwowali w danym roku, gdyby tej
dzietnosci nie zaciemnil efekt odlozenia w czasie (a nie redukcji) planéw prokreacyjnych
kobiet. Taki rzeczywiscie byl zamierzony efekt metody ,,poprawiania” surowego
wspolczynnika dzietno$ci, zaproponowany przez Bongaartsa i Feeneya. Niezamierzony efekt
w postaci destabilizacji szeregu wspotczynnikow dzietnos$ci, czesto wskazywany w literaturze
jako wada tej metody, rzeczywiscie w naszym przypadku wystapit, i jest wyraznie widoczny
na wykresie 5.

Chociaz skala zmian dzietno$ci przed rokiem 1990 oraz po roku 2000 jest nieporoOwnanie

mniejsza, niz w ostatniej dekadzie XX wieku, warto na chwile zatrzymac si¢ nad lokalnymi
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maksimami dzietnos$ci okoto roku 1982, 2009 oraz w roku 2017. Dekompozycja pokazuje
krancowo odmienny charakter tych lokalnych szczytow. Lokalny wzrost dzietno$ci po w stanie
wojennym mial mieszany charakter — nastapit woéwczas zar6wno wzrost odsetka kobiet
rodzacych swoje pierwsze dziecko, jak 1 wzrost dzietnosci matek. W okresie Swiatowego
kryzysu finansowego dochodzi natomiast do wzrostu dzietnosci ogolnej, ktérego niemal
wylacznym czynnikiem jest wzrost odsetka kobiet rodzacych pierwsze dziecko. Wzrost
dzietnos$ci catkowitej w roku 2017 (poprzedzony niewielkim wzrostem juz w roku 2016) ma
odwrotny charakter, poniewaz gtdownym jego czynnikiem jest wzrost dzietnosci matek. Ci$nie
si¢ wregcz interpretacja, ze chodzi o efekty programu 500+, w poczatkowych latach
skierowanego na wsparcie rodzin z wigkszg liczbg dzieci. Dzietno$¢ catkowita w roku 2018 jest
minimalnie mniejsza od tej z roku 2017, tak jakby sita razenia tego programu zdazyla si¢ juz
wyczerpac. Nie mozemy jednak przyjrze¢ si¢ czynnikom tego wyhamowania blizej, poniewaz
ostatnie dane o urodzeniach 1-go dziecka dotycza roku poprzedniego. Szkoda, bo wtasnie w

roku 2018 mogty si¢ juz ujawni¢ efekty objecia programem 500+ takze i pierwszych dzieci.

10. Wyniki oszacowan modeli z efektami kohortowymi

Kluczowe wyniki oszacowan modeli [3] zamieszczone sg na wykresie 7. Sg to kohortowe
wspotczynniki dzietnosci catkowitej, prawdopodobienstwa posiadania dzieci w ogoble, oraz
wynikajace z tych wielko$ci wspolezynniki dzietno$ci matek. Tym razem ich warto$ci mozna
jednoznacznie przypisa¢ kolejnym kohortom kobiet. Dzigki temu ich nazwy znacznie trafniej
odzwierciedlajg ich rzeczywista zawarto$¢ informacyjng. Roéwnoczesnie jednak widoczne na
tym wykresie tendencje trzeba interpretowaé w zupeklie innych kategoriach niz te,
obserwowane przez pryzmat wspotczynnikéw przekrojowych.

Zanim jednak przejdziemy do interpretacji, par¢ uwag ogolnych. Po pierwsze, na
wykresie zamieszczone zostaly (uwidocznione w postaci czarnych kropek) te same
wspotczynniki wyznaczone bez modelu, na podstawie surowych danych. Golym okiem widac,
jak krotka jest lista kohort, dla ktorych takie — czysto empiryczne — wspotczynniki daje si¢
policzy¢. Unaocznia to jak duza jest wartos¢ dodana wynikajaca z zastosowania modelu. Z
drugiej strony nie nalezy przesadza¢ — model nie tworzy informacji, ktérych w danych nie ma
— model pozwala jedynie ,,uzbrojonym okiem” na te dane spojrze¢, i wydoby¢ mozliwie duzo
informacji w nich ukrytych. Lokalnie plaskie przebiegi trendow naniesionych na wykresie
odpowiadaja kohortom nazbyt starym lub nazbyt mtodym, aby skape informacje na ich temat
zawarte w probce pozwolity stwierdzi¢, czy w ciggu kolejnych kohort dany wspotczynnik

raczej 16st, czy raczej malat. Do tych kohort, dla ktorych informacje w probcee sg nazbyt skape,
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trzeba zaliczy¢ co najmniej kohorty kobiet urodzonych przed i w trakcie drugiej wojny
$wiatowej, oraz urodzonych po roku 1990. Dla kolejnych kohort powojennych, az do kohort
kobiet urodzonych w latach 80-tych, mozna — zachowujac odpowiednig doz¢ ostroznosci —

probowac nadawac jaka$ interpretacje wyliczonym wspotczynnikom.
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Wykres 7. Kohortowe wspotczynniki dzietnos$ci kobiet, prawdopodobienstwa posiadania
dzieci i dzietno$ci matek. Zrodto: opracowanie witasne

Interpretacje zmian nalezy dokonywac¢ w kategoriach zmian pokoleniowych. Istnieje
bogata literatura socjologiczna, w ktoérej przedmiotem badan sg zmiany pokoleniowe postaw i
zachowan. Postawy i1 zachowania prokreacyjne sa ich wazng cze$cia, i tak nalezatoby
umiejscowi¢ materi¢ badang za posrednictwem modeli [3].

I tak w przekroju kohort kobiet urodzonych w pierwszych latach po wojnie nastgpit
znaczny wzrost odsetka kobiet rodzacych dzieci, przy roéwnoczesnym znacznym spadku
dzietnos$ci matek. Obie te tendencje niemal zanikly w przekroju kohort urodzonych w latach
piecdziesigtych, kiedy oba te wskazniki ulegaly jedynie nieznacznym wahaniom, sktadajac si¢
razem na wzglednie stabilny, stosunkowo wysoki wskaznik dzietnosci kobiet. Z koncem lat
pigédziesigtych rozpoczela si¢ zmiana pokoleniowa, kiedy w przekroju kolejnych kohort
wowczas urodzonych nastgpowat wyrazny wzrost odsetka kobiet bezdzietnych, i rownoczesnie
znaczny spadek dzietnos$ci matek, co razem ztozylo si¢ na dramatyczny spadek dzietnosci
catkowitej. Symptomy poczatku kolejnej zmiany pokoleniowej mozna przypisywaé kohortom
kobiet urodzonych okoto roku 1980. Spadkowy trend dzietnos$ci matek, ktory spowolnit juz
wczesniej, zmienit kierunek na trend rosnacy, podczas gdy trend rosngcego odsetka kobiet

bezdzietnych trwat dalej. Sita tych przeciwbieznych tendencji jest podobna, co powoduje, iz
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dzietno$¢ ogodlna kohort kobiet urodzonych w ciggu lat 80-tych waha si¢ nieznacznie wokot
statego poziomu. Czy te tendencje utrzymaja si¢ dla kohort kobiet urodzonych po roku 1990,
tego dopiero si¢ dowiemy.

Zmiany pokoleniowe obserwowane przez pryzmat wspotczynnikéw dzietnosci uzupetnia
obraz zmian, ktoremu podlegal przecigtny wiek rodzenia dzieci. Zmiany te obserwowac

mozemy na wykresie 8.
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Wykres 8. Sredni wiek kobiet rodzacych dzieci. Zrédto: opracowanie wlasne

W ciagu kolejnych kohort powojennych nastgpowal nieznaczny spadek wieku rodzenia
pierwszego dziecka, przy nieco silniejszej tendencji spadku $redniego wieku rodzenia
wszystkich dzieci. Kry¢ si¢ za tym moze wyrazniejszy spadek §redniego wieku rodzenia dzieci
drugich, trzecich i nastgpnych, cho¢ moze to takze wynika¢ z nieznacznie malejgcego udziatu
urodzen dalszych w liczbie urodzen wszystkich. Laczny efekt tych zmian to spadek $redniego
wieku rodzenia pierwszych dzieci od poziomu wieku okoto 23,5 do poziomu okoto 23 lat, oraz
od poziomu okoto 27 lat do 26 lat dla dzieci wszystkich. Kohorty kobiet urodzonych w potowie
lat szes¢dziesiagtych inicjujg odwrdcenie si¢ dotychczasowych tendencji. Nastepujacy potem
trend wzrostu wieku rodzenia dzieci (tak pierwszych, jak i nastepnych) utrzymuje si¢ az do
kohort kobiet urodzonych pod koniec lat osiemdziesiatych, kiedy wiarygodnos¢ szacunkoéw
spada do tego stopnia, ze lepiej uzna¢ ze dalszych tendencji tymczasem nie znamy. Ocena
tacznego efektu tych zmian jest wiec niepewna, ale z tym zastrzezeniem mozna uznac, ze wiek
$redni rodzenia pierwszego dziecka wzrdst z poziomu 23 lat do poziomu 26,5 roku, za$ dla
dzieci wszystkich z poziomu 26 lat do poziomu niespetna 29,5 roku. Ciag kohort, w przekroju

ktérych dokonuja si¢ najwigksze zmiany, to kohorty kobiet urodzonych w latach
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siedemdziesiatych 1 na poczatku lat osiemdziesigtych. Na ile wygasanie tych zmian naprawde¢
dotyczy kohort urodzonych w drugiej potowie lat osiemdziesigtych, na ile za$ jest to efektem
narastajagcej niekompletnosci danych, tego doktadnie nie wiemy. Z pewnoS$cig obie te
przyczyny maja w tym swoj udzial, ale jakie sg tutaj proporcje, tego dopiero dowiemy si¢ w

przysztosci.

11. Uwagi koncowe

Czytelnik moze by¢ nieco zaskoczony lakonicznym opisem uzyskanych wynikow w
podrozdziatach 9 oraz 10. I rzeczywiscie, oszacowane modele pozwalajag wyciggna¢ znacznie
bogatsze wnioski na temat zmian, jakim podlegata aktywnos¢ prokreacyjna Polek w badanym
okresie. W szczeg6lnos$ci analizie przekrojowej jak i kohortowej mozna bylo podda¢ ewolucje
catych rozktadéw wieku rodzenia dzieci, a nie tylko $redniej wartosci z tych rozktadow.
Lektura podrozdziatow 9 1 10 moze sprawiac wrazenie, ze prezentacja wynikoOw badania stuzy
bardziej ilustracji efektow zastosowania szeregu innowacji metodologicznych, niz samej
analizie zmian dzietno$ci kobiet. Jesli Czytelnik rzeczywiscie takie wrazenie odnidst, to znaczy
ze trafnie odczytal intencje autoréw. Chodzitlo nam w gruncie rzeczy (przynajmniej w tym
tekScie) o zaprezentowanie innowacji metodologicznych, zastosowanych przede wszystkim w
procesie estymacji modeli kohortowych, ale w znacznej mierze dotyczacej takze modeli
przekrojowych. W szczegolnosci obu przypadkdéw dotyczy sposdéb uwzglednienia autokorelacji
sktadnikow losowych. W modelach analizy przekrojowej chodzito o precyzyjniejsze
wydobycie globalnych efektow kalendarzowych spoza zaciemniajacych analize efektow
pozostatych. W modelach za$§ analizy kohortowej chodzito o co§ z grubsza odwrotnego —
precyzyjniejszy pomiar globalnych efektow kohortowych, wydobytych spoza efektéw

pozostatych, tym razem traktowanych jako efekty zaciemniajacych analize.
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