Rekursywna uzytecznos¢ w decyzyjnych procesach
Markowa

Model rekursywnej uzytecznosci zasugerowany przez Krepsa i Porteusa (1978)
oraz opisany dokladnie przez Epsteina i Zina (1989) jest powszechnie stosowany w
dynamice gospodarczej. W 1978 roku D. Assaf udowodnil, ze w przypadku szczegdl-
nym mozna policzy¢ analitycznie polityke optymalna i stacjonarna,.

Moja motywacja byto zmodyfikowanie réwnania Bellmana do nowego rownania wraz-
liwego na ryzyko i zbadanie jego witasnosci w szczegdlnych przypadkach, bazujac na
pracy D. Assafa.



Model

e Przestrzen stanéw X - standardowy zbiér borelowski, X # (),

e A(x) - zbiér borelowski, nazywany zbiorem akcji,

D jest niepustym borelowskim podzbiorem X x A,

Vee X A(x) ={a € A: (x,a) € D} jest zwarty.

Funkcja uzytecznosci r : D — R - ograniczona, borelowsko-mierzalna,
r(z,-) jest ciagta na A(x) dla kazdego z,

q jest regularnym rozktadem warunkowym z D do X.



Opis modelu

e Niech z € X bedzie stanem poczatkowym,

e Decydent wybiera akcje a € A(x),

e Wtedy decydent czerpie chwilowa uzytecznosé r(x, a),

e Nastepny stan z’ generowany jest z rozktadu ¢(+|z, a).

e PdéZniej procedura rozpoczyna sie od nowa ze stanem x’.

e Stany i decyzje tworza historie (trajektorie procesu)
h = (Tn, ap)neny € H := D*.

Standardowe programowanie dynamiczne

W standardowym programowaniu dynamicznym

e decydent stara si¢ maksymalizowaé¢ uzytecznos¢ od trajektorii:

k
Ulz,o):=E? Zﬂtﬁl cr(xy, ap),
t=1

gdzie x € X oznacza stan poczatkowy, a 0 € X, ¥ oznacza zbior wszystkich po-
lityk (niezrandomizowanych lub zrandomizowanych), E? oznacza wartosé ocze-
kiwana na zbiorze H wyznaczona przez stan poczatkowy x i polityke o.

e Optymalna wartosc to:
V(z) =supU(z,0)
oceX
e W standardowym programowaniu dynamicznym wyznaczenie optymalnej war-
tosci polityki stacjonarnej sprowadza si¢ do rozwiazania roéwnania Bellmana,
ktore jest postaci

Vi) = swp (1.0 +8 [ Viay | 2.)

acA(z



Entropijna miara ryzyka
Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna i niech
f € L>(,F, P) bedzie losowa wyplata. Entropijng miara ryzyka nazywamy

o) = =i [ I OP(@),

gdzie v > 0 jest wspotczynnikiem ryzyka.
Zachodza nastepujace wiasnosci p:

e monotonicznosé, tzn. f < g = p(f) < p(g)
e translacja, tzn. p(f +2) = p(f) +x Vr € R
e nieréwnos$¢ Jensena, tzn. p(f) < Ef

e miara nie jest dodatnio jednorodna, tzn. p(af) # ap(f) dla o > 0

Jedli v > 0 jest dostatecznie bliskie 0, to p(f) =~ E(f) — 3Varf



Zamiana wartosci oczekiwanej na entropijnga miare
ryzyka.

1. Dla decydenta w standardowym programowaniu dynamicznym, czyli obojetnego
na ryzyko catkowita uzytecznos¢ wyraza sie wzorem:

Uz,0) = E(r(zy,a1) + Br(ze,a0) + ... + 8" r(zn, an) + . ..
= li7rln Er(xzy,a1) + B (Ear(za, a) + B (Esr(xs,as) + ... + B(Eur(T,, a,)))),
(w srodku nawiaséw mamy odpowiednie warunkowe wartosci oczekiwane Fy, Es, ...

2. Gdy odpowiednie wartosci oczekiwane zmienimy na p (E := p) otrzymamy
uzytecznodé catkowita dla decydenta wrzzliwego na ryzyko:

Ul(x,0) = lirrlnr(xl, ar) + Bp (r(za,a2) + Bp (r(zs3,a3) ... + B (p(r(zy, a,))))) -

Decydent wrazliwy na ryzyko maksymalizuje U”.



Zmodyfikowane réwnanie Bellmana
Dla decydentéw wrazliwych na ryzyko

e Mozna zmodyfikowaé¢ réwnania Bellmana w nastepujacy sposob:
znalez¢ optymalng warto$¢é V (+) tak aby rozwigzywala réwnanie

V(z) = sup <r(x,a) — ﬁln/ e VWq(dy | x, a))
acA(x) Y X

gdzie v > 0 jest miara wrazliwosci na ryzyko.

e Zauwazmy, ze

Lin [ eV Wty | .0)~ [ Vigdatdy | 7. gty 7 L0,

e Dla v ~ 0 mamy w przyblizeniu standardowe réwnanie Bellmana.



Rezultaty

Zalozenia:

e Zbiér A(x) jest zwarty

e Dla kazdego = € X i kazdego zbioru borelowskiego C' C X, funkcja ¢(C' | x, )
jest ciagla na A(x).

e Funkcja uzytecznosci r(z, -) jest gérnie pdlciagla na A(z) Vo € X.

Oznaczmy U (X)) jako zbidér wszystkich ograniczonych nieujemnych gérnie pétciagtych
mierzalnych funkcji borelowskich na X.

Twierdzenie:

Istnieje doktadnie jedna funkcja V € U(X) i strategia f* € F taka, Ze

V(z) = sup (r(w,a) — ﬂln/ e_'yv(y)q(dy | z, a))
acA(z) Y X

dla kazdego x € X. Co wiecej, f* jest polityka optymalng i stacjonarna.



Schemat rozwiazania ré6wnania optymalnego
dla problemu programowania dynamicznego

Niech A(x) = A :=ag,a1,...a, i ¢1(-) ;== q(- | a1), w(z) =e V@ dlaz € X i
g(z,a) = e "@Y (r.a) € D:= X x A.
Wtedy réwnanie Bellmana jest postaci

w(z) = min

g(%a)(/xw(y)Q(dy | a)ﬁ]w € X.
Definiujemy
9:(w) 1= glw,a). Wi = [ w(y)ai(dy)
dla:=0,...,n,z € X i podzbioru
X ={w e X1 gi(a)W/ < g;(x)W) dla j =1,..,i~1, i gi(x)W/ < g; ()W) dla j = i+1,...,n}

dla kazdego i=0,...,n. Rownanie Bellmana sprowadza si¢ do postaci

w(z) = 3 (@)W, ()

=0

Korzystajac z nieréwnosci w odniesieniu do ¢;, dostajemy

Wj = ZGZJWf7J = O7 ., n,

=0
gdzie
Gij = /Xz gi(x)g;(dx).
Otrzymujemy .
V() = —vzn(;)gi(x)wﬁxi @),
polityka optymalna jest postaci
ay x € Xp
fr(x) =
a, x € X,.



Przykiad

Zalozenia:
o A:={ag,ay,a2}, X =10,1],
(x,a0) :=ro(z) =4 — z,
(,a1) :==r(z) =5 — 3w,
(x,a9) :=ro(x) =5 — bz,
e ¢(-|x,a0) := qo(-) - rozklad jednostajny na [0, 1] dla wszystkich z,
(‘|z,a1) := q1(-) dla wszystkich = gdzie ¢;(0) = ¢;(0.5) = 0.5,
o ¢(:|x,a2) = qa), gdzie ¢2(0) = 1.
Niech v = 1. i oznaczmy
Ko =Wo /Wy, Ky =Wy/Wy, Ky=W;/Ws.

Niech 8 = 0.5. Mozna udowodnié, ze 1/2 € X; 0 € X, 11 € X,.

Xo={z>In\Kfle}, X;={n/K)<z<InyKjel, X,={r<InyKj}
Obliczamy G;:

Goo =€ (e — \/@) = e~(e —/(Wo/W)Pe),
1 3 3

Gio =3¢ 5((ng)2 - (K§)§)7
1 _ 5

Gao =€ 5((K§)2 - 1)7

Gor =0, Gu=1/2e"7 Gy =1/2e° Gp=Gp=0 Gp=¢’

Z réwnania opisujacego W; dostajemy:

Wy = 0.00053384, W, = 0.0002715, Wy = 0.0000454.



Dostajemy

X :{x > 0.669034},
X1 ={0.447113 < = < 0.669034},
X, :{x < 0.447113}.

Polityka optymalna to

ap, € [0.669034; 1]
foso(@) =1 a1, x € [0.447113;0.669034)
as, x € [0;0.447113),

natomiast rozwiazaniem réwnania Bellmana jest

—7.767707T + 2, x€ X
0.50‘/(1') = —9.105774 + 3[)’2, Tz e Xy
—10 + 5z, r € Xo.

Niech g = {0.51,0.52,0.53}. Wtedy polityki optymalne sa nastepujacej postaci:

ag, = € [0.673155;1]
fisi =1 a1, x € [0.463895;0.673155)
ay, € [0;0.463895),

ao, x € [0.677106; 1]

fr =14 ai, x € [0.481337;0.677106)
as, = € [0;0.481337),
ag, = € [0.680865; 1]

frg =14 a1, x € [0.499455;0.680865)
as, T € [0;0.499455),

a rozwiazania réwnania Bellmana (minimalizacja kosztéw) to:

—7.92098 +z, € X,
051V (z) ={ —9.27629 + 3z, z € X,
~10.2041 4+ 5z, = € X,

—8.09978 +z, x € X

0.52V($) = —9.45399 4+ 3z, x € X,
—10.4167 4 5x, x € Xo,
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—8.27766 + z, x € X
053V (x) = ¢ —9.63939 + 3z, € X,
—10.6383 4 5z, z € Xo.

Latwo zauwazy¢, ze dla 3 = 0.54 potrzebujemy zmiany zalozen. Z tego powodu za-
kltadamy, ze 1/2 € X5 (tzn. 1/2 ¢ X;). Chcemy wyznaczy¢ ponownie G, ;:

Goo :6_4<€ — \/ng),
1
G =5e°((Kfe)= - (K7)2).
1 5
Gao =€ 5<(K2ﬁ)2 - 1>7
Go1 =0, G11=0, Gun=1/2e"+ 1/26%57 G =Gr2=0, Gyp=¢e"
Mamy teraz
X, :{x > 0.691905},
X, :{0.509150 <z < 0.691905},
X, :{x < 0.509150}.
Niech g = 0.75. Wtedy 0.5 € X5. Otrzymujemy
Wy = 0.0000000467043, W7 = 0.00000001358557, W5 = 0.000000002061154.
Stad, polityka optymalna wynosi

ap, € [0.963061; 1]
fias(x) =14 ai, x€[0.7071533;0.963061)
as, € [0;0.7071533).

Rozwiazanie rownania Bellmana jest postaci

—18.5857 4+ 3z, z € X,

—16.6596 +z, x € X,
075V (1) =
—20 + 5z, r € X,.
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