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Model liniowy

Y = Xβ + ε, (εi ) i.i.d., E (ε1) = 0, Var(ε1) = σ2,
ε1 subgaussowski ze staª¡ σ > 0 tzn. E (exp(uε1)) ≤ exp(σ2u2/2)
dla dowolnego u ∈ R
X -deterministyczna macierz wymiaru n x p; β ∈ Rp;
p = p(n) > > n;

B¦dziemy rozpatrywa¢ tylko modele rzadkie (sko«czenie wiele βi
ro»nych od zera) oraz macierz X b¦dzie speªnia¢ pewne warunki
regularno±ci.
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Least Absolute Shrinkage and Screening Operator (LASSO)

LASSO
β̂L = argminβ∈Rp

(
1
2n ‖ Y − Xβ ‖22 +λn ‖ β ‖1

)
dla pewnego λn >0

Progowe LASSO (TL)

β̂TL,j = β̂L,j1
{∣∣∣β̂L,j ∣∣∣ ≥ δn} dla j = 1, ..., p

dla pewnego progu δn >0;
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Model rzadki

Model rzadki

I0 = {j : βj 6= 0} ,
I1 = {j : βj = 0}
|I0| = p0 < n
p0 -staªe, niezale»ne od n
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Dwustopniowa procedura selekcji TLSD

W pierwszym kroku (TL)

wybieramy zbiór zmiennych S1 =
{
1 ≤ j ≤ p :

∣∣∣β̂L,j ∣∣∣ ≥ δn}
W drugim kroku stosujemy procedur¦ stepdown (SD)
multitestowania

(h0) Hi : βi = 0 vs. H
′
i : βi 6= 0 dla i ∈ S1
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Procedura stepdown

Okre±lamy p-value dla testowania hipotezy Hi wobec H
′
i jako

πi = 2 (1− Φ(|ti |)) dla i ∈ S1, gdzie Φ dystrybuanta rozkªadu
N (0, 1) .

Statystyka testowa ti = β̂ols,i/se
(
β̂ols,i

)
, gdzie

β̂ols =
(
XS

′
1XS1

)−1
XS

′
1Y

se
(
β̂ols,i

)
=

{
σ
√
mi ,i gdy σ znane

S
√
mi ,i gdy σ nieznane

S -pewny zgodny estymator σ oraz
(
XS

′
1XS1

)−1
= (mi ,j)i ,j∈S1
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Procedura stepdown

Niech s1 = |S1|
Uporz¡dkowanie π(1) ≤ ... ≤ π(s1) wyznacza "kolejno±c" hipotez
zerowych H(1) ≤ ... ≤ H(s1)

α1 ≤ ... ≤ αs1 -pewne stale (mog¡ zale»y¢ od n)

Gdy π(1) > α1 nie odrzucamy »adnej z hipotez Hi ;
(h1) w .p.p. gdy π(1) ≤ α1, ..., π(r) ≤ αr to odrzucamy
H(1), ...,H(r), gdzie r jest najwi¦ksz¡ liczb¡ speªniaj¡c¡ (h1) .

Konrad Furma«czyk Selekcja zmiennych w wysokowymiarowym modelu liniowym



Przykªady procedur stepdown

Przykªady procedur SD

a) Holm αj = qn
s1+1−j

b) UHolm αj = ([γj]+1)qn
s1+[γj]+1−j dla 0 ≤ γ ≤ 1

c) BH αj = jqn
s1

d) Bonferroni αj = qn
s1

dla pewnego qn → 0
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Warunki dla αi dla procedur stepdown

(A1) αs1 → 0 przy n→∞

(A2) (1/n) log(1/α1)→ 0 przy n→∞

Uwaga. Dla qn = 1/ (n log(n)) zachodz¡ warunki (A1)− (A2) .
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Warunki regularno±ci

warunki regularno±ci dla macierzy X

(B1) ‖ xj ‖2 /
√
n = 1 dla j = 1, ..., p, gdzie xj -j-ta kolumna

macierzy X

(B2) niech vI 1 = {vi : i ∈ I1}, vI 0 = {vi : i ∈ I0};
C (I0; 3) = {v ∈ Rp :‖ vI 1 ‖1≤ 3 ‖ vI 0 ‖1};
dla pewnego γ > 0 zachodzi (1/n) v

′
X

′
Xv ≥ γ ‖ v ‖22 dla ka»dego

v ∈ C (I0; 3)
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Warunki regularno±ci

warunki regularno±ci modelu i estymacji

(B3) minj∈I0 |βj | ≥ C1λn dla pewnej staªej C1 > 0

(B4) C2λn ≤ δn ≤ λn (C1 − 3/γ) dla pewnej staªej C2 > 0

(B5) λn = Cλ
√
log(p)/n dla Cλ = 2σ.

warunek zgodno±ci estymatora S

(C ) S →P σ przy n→∞
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Zgodno±¢ procedury selekcji

Twierdzenie o zgodno±ci

Procedura selekcji TLSD speªniaj¡ca warunki:
(A1)− (A2) , (B1)− (B5) gdy σ jest znane oraz dodatkowo warunek
(C ) gdy σ jest nieznana, jest zgodn¡ procedur¡ selekcji.

Zgodno±¢ procedury

Procedura selekcji jest zgodna gdy P
(
Î = I0

)
→ 1 przy n→∞,

gdzie Î oznacza liczb¦ wybranych istotnych zmiennych.
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Fakty pomocnicze

Lemat 1

Niech zachodz¡ warunki (B2) , (B4) , (B5) .
Wtedy dla dowolnego r > 0 z prawdopodobie«stwem co najmniej
1− 2 exp(−1

2
(r − 2) log(p)) zachodzi |S1| ≤ p0

(
1 + C3/γ

2
)
dla

pewnej staªej C3 > 0.

Lemat 2

Niech zachodz¡ warunki (B2) , (B3) , (B5) .
Wtedy dla dowolnego r > 0 z prawdopodobie«stwem co najmniej
1− 2 exp(−1

2
(r − 2) log(p)) zachodzi I0 ⊂ S1.
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Szkic dowodu

Procedura selekcji jest zgodna gdy P (V ≥ 1)→ 0 oraz
P (R 6= p0)→ 0 przy n→∞, gdzie V -faªszywie odrzucone
zmienne, R -liczba odrzuconych zmiennych w wyniku zastosowania
procedury TLSD. Korzystaj¡c z Lematu 2 wystarczy pokaza¢, »e

P
(
Ṽ ≥ 1

)
→ 0 oraz P

(
R̃ 6= p0

)
→ 0, gdzie Ṽ -faªszywie

odrzucone zmienne, R̃ -liczba odrzuconych zmiennych w wyniku
testowania (h0)− (h1) .
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Szkic dowodu

Na mocy Lematu 1 wystarczy pokaza¢, »e (p. Furmanczyk , 2016)

(i) P(πi ≤ αs1)→ 0 dla i ∈ I1

(ii) maxj∈I0 (1− Fj (α1)) ∈ 0 przy n→∞, gdzie Fj -dystrybuanta
p-value πj dla j ∈ I0.

Warunki (i)− (ii)
s¡ implikowane przez warunki (A1) , (A2) , (C ) .
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Symulacje

Macierz X staªa dla wszystkich symulacji generowana z Np (0, Id)

Symulowane modele

(M1) Y=
∑p0

j=1 Xj + ε

(M2) Y=0.3X1 + X2 + 0.4X3 + 1.5X4 + ε

(M3) Y=0.3X1+0.3X2+X3+X4+0.4X5+0.4X6+1.5X7+1.5X8+ε,

gdzie ε ∼ N (0, 1)
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Symulacje

W symulacjach przyj¦to λn = δn =
√
log(p)/n. Wykonano 1000

replikacji MC selekcji z modeli (M1)− (M3)
u»ywaj¡c procedur TLSD(Holm, UHolm, Bonf., BH) oraz dla
porównania TL, SCAD.

SCAD (Smoothly Clipped Absolute Deviation - Fan and Li (2001) )

β̂ = argminβ∈Rp ‖ Y − Xβ ‖22 /n +
∑p

i=1 Jλ (|βi |)
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SCAD

Kara dla a = 3.7

Jλ (θ) =


λ |θ| dla |θ| ≤ λ
−
(
θ2 − 2aλ |θ|+ λ2

)
/ (2 (a− 1)) dla λ < |θ| ≤ aλ

(a + 1)λ2/2 dla |θ| > aλ

dla LASSO mamy kar¦

Jλ (θ) = λ |θ|
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Wyniki symulacji dla M1

p=500
p0=5

p=500
p0=10

p=500
p0=20

p=1000
p0=20

p=2000
p0=5

p=2000
p0=10

p=2000
p0=20

Bonf 992 991 980 980 998 996 982

Holm 992 991 966 969 998 996 971

UHolm_0.01 992 991 966 969 998 996 971

UHolm_0.1 992 991 966 969 998 996 969

UHolm_0.5 992 991 966 969 998 996 969

UHolm_0.9 992 991 966 969 998 996 969

BH 992 991 966 969 998 996 969

SCAD 1000 1000 1000 1000 1000 1000 1000

TL 994 992 981 984 1000 1000 989

Tabela 1. Cz¦sto±¢ wybranych prawdziwych modeli z 1000 symulacji dla
n = 200.
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Wyniki symulacji dla M2

p=500
n=100

p=500
n=200

p=1000
n=100

p=1000
n=200

p=2000
n=100

p=2000
n=200

Bonf 1000 995 1000 997 1000 998
Holm 1000 995 1000 997 1000 998
UHolm_0.01 1000 995 1000 997 1000 998
UHolm_0.1 1000 995 1000 997 1000 998
UHolm_0.5 1000 995 1000 997 1000 998
UHolm_0.9 1000 995 1000 997 1000 998
BH 1000 995 1000 997 1000 998
SCAD 584 931 521 902 450 879
TL 40 342 20 235 18 148

Tabela 2. Cz¦sto±¢ wybranych prawdziwych modeli z 1000 symulacji
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Wyniki symulacji dla M3

p=500
n=100

p=500
n=200

p=1000
n=100

p=1000
n=200

p=2000
n=100

p=2000
n=200

Bonf 995 999 994 997 992 997
Holm 995 999 994 997 992 997
UHolm_0.01 995 999 994 997 992 997
UHolm_0.1 995 999 994 997 992 997
UHolm_0.5 995 999 994 997 992 997
UHolm_0.9 995 999 994 997 992 997
BH 995 999 994 997 992 997
SCAD 154 880 95 821 37 778
TL 71 313 36 205 30 118

Tabela 3. Cz¦sto±¢ wybranych prawdziwych modeli z 1000 symulacji
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