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Wprowadzenie

Rozwiazania réwnania
2 (t) = Az (t)

sa stabilne (asymptotycznie) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
hermitowska dodatnio okre$lona macierz P spetniajaca warunek

A*P+PA <.

Niech A C C™*" bedzie zadanym zbiorem macierzy. Rozwazmy dwa
problemy:

(A) VAe A 3P >0:A*P+ PA <O0;

(B)y3P>0 VAe A: A*P+ PA<O.

Problem (A) prowadzi do problemu tzw. odpornej stabilnosci; problem
(B) to pytanie o istnienie (i ewentualnie wyznaczenie) macierzy P
nazywanej wspdlnym rozwigzaniem réwnan Lapunowa dla zbioru A.



Dlaczego wspdlne rozwigzanie?

Niech A = {A,..., An} oraz niech ¢ : [0,400) — {1,..., N} bedzie
funkcja przedziatami stata. Funkcje te bedziemy nazywac funkcja
(reguta) przetaczajaca.

Uktad postaci
{EI (t) = Ag(t)x (t)

nazywamy uktadem przetaczanym (hybrydowym).
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Rysunek 1. Przyktadowe rozwigzanie uktadu przetaczanego



Nie istniejg proste kryteria umozliwiajace stwierdzenie stabilnosci
rozwigzan uktadu przetaczanego:

o uktady asymptotycznie stabilne moga generowac niestabilny uktad
przetaczany;

o uktady niestabilne moga generowaé uktad asymptotycznie stabilny.

Warunkiem koniecznym jednostajnej (ze wzgledu na funkcje
przefaczajaca o) asymptotycznej stabilnosci rozwiazan uktadu
przetaczanego jest stabilno$¢ (w sensie Hurwitza) macierzy Ay, ..., An.

Warunkiem wystarczajacym jednostajnej asymptotycznej stabilnosci
rozwigzah uktadu przetaczanego jest istnienie wspélnego rozwiazania
Lapunowa dla macierzy A1,...,An.



Dlaczego macierze zespolone?

Problem analizy stabilnosci rozwigzan uktadéw niecatkowitego rzedu

postaci
2\ (t) = Az (),

gdzie o € (1,2) jest rzedem réwnania, mozna w sposéb réwnowazny
sprowadzi¢ do problemu analizy stabilnosci rozwigzan uktadu rzedu

pierwszego B
y'(t)=Ay(t),
gdzie A = (cos 5 (a@—=1)+ising (a—1))A.
W przypadku, gdy wyjSciowy proces jest rzeczywisty, tj. A € R™*",

rownowazny mu uktad réwnan rézniczkowych stopnia pierwszego jest juz
opisany przez macierz zespolong A.



Znane wyniKki

Fakt 1. Dla ustalonej macierzy P > 0 zbiér
Ap={A: A*P+ PA <0}

tworzy wypukty odwracalny stozek, tj.

e ABeAp,a>0,>0=aA+ BB < Ap;
e AcAp= A1 e Ap.

Np. Ac Ap= A+247 4+ (A+ A7) " c Ap



Znane wyniKki

Fakt 1. Dla ustalonej macierzy P > 0 zbiér
Ap={A: A*P+ PA <0}

tworzy wypukty odwracalny stozek, tj.

e ABeAp,a>0,>0=aA+ BB < Ap;
e AcAp= A1 e Ap.

Np. Ac Ap= A+247 4+ (A+ A7) " c Ap
Fakt 2. Macierze A i A* posiadaja wspdlne rozwiazanie Lapunowa
wtedy i tylko wtedy, gdy A + A* < 0. Jednym z tych wspélnych

rozwigzah jest wéwczas macierz jednostkowa.

Fakt 3. Ac Ap,A~B+ BecAp



skonczony zbiér macierzy parami komutujacych (Narendra &
Balakrishnan 1994)

dwie macierze rzeczywiste stopnia drugiego (Shorten & Narendra
2002):

A(AB) ¢ (—00,0] oraz A (AB™!') ¢ (—00,0]
dwie macierze Frobeniusa (Shorten & Narendra 2003):
A(AB) ¢ (—00,0]

dwie macierze A, B dla ktérych rank(A — B) =1 (King &
Nathanson 2006):
A(AB) ¢ (—00,0]

dwie macierze zespolone stopnia drugiego (Laffey & Smigoc 2007):
Va,8 € R:
A((A+ial) (B +ipI)) ¢ (—o0,0]

oraz

A ((A +ial) (B + wf)*l) ¢ (—o0,0]



Rozwazmy operator L : C"*" — crixn? okreslony wzorem
LA =IA +AT®1,,

gdzie: I,, — macierz jednostkowa stopnia n, ® — iloczyn Kroneckera.
Niech H;; (A, B) (dla ¢,j =1,...,n) oznacza macierz kwadratowg
stopnia n utworzong z i + n (j — 1)-tej kolumny macierzy L (B) L=! (A).

Przyktad. Dla macierzy A = < :1 (1) ) oraz B = ( -1 _21 ) mamy

2 —2
. 2 0 0 0
L<B>L1<A>—5(j . :g).
1 1 1 7
Stad
moamn =3 (2 ) man-5(5 7).



Gtéwny wynik

Lemat (S. Biatas, MG 2015)

Niech A, B, P,Q = [gi;] € C"*™ oraz niech A bedzie macierza stabilna.
Woéwczas, jezeli A*P + PA = Q, to

B*P+PB = ZZQinij (A, B)

i=1 j=1
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Twierdzenie (S. Biatas, MG 2015)

Niech A ={A4;,..., Ax} C C™"*™ oraz niech A; bedzie macierza
stabilng. Jezeli istnieje macierz diagonalna D = diag (dy,...,d,) >0
spetniajaca warunek

ZdiHii(AlaAk)>07 k=2...,N

i=1

to dla A istnieje wspdlne rozwigzanie Lapunowa.



Dowdd twierdzenia jest konstruktywny i mozna go podzieli¢ na dwa
etapy:

krok 1. dla € > 0 definiujemy pewna ujemnie okre$long macierz diagonalna
Q-. Zatozona stabilnos¢ macierzy A; pozwala stwierdzi¢ istnienie
macierzy P. > 0 spetniajacej réwnanie

ATPs + PeAl = Qe-
Wyznaczamy te macierz.
krok 2. wyznaczamy przedziat postaci (0,¢.) o tej whasnosci, ze dla
¢ € (0,e,) macierz P. spetnia warunki

AiP.+ P.Ay <0, dlak=2,...,N.



Whioski

Whiosek 1. (z dowodu) Jezeli macierz D wystepujaca w twierdzeniu jest
dodatnio okreslona, to wspdlne rozwigzanie Lapunowa dla macierzy

Ay, ..., Ay mozna wyrazi¢ w postaci
“+o0
P= / et Dt dt.
0

Whiosek 2. Jezeli dla pewnego ¢ zachodzi
Hii (Al,AQ) > O, A aHii (Al,AN) >0
to macierze Ay, ..., Ax posiadaja wspdlne rozwigzanie Lapunowa.

Whiosek 3. Jezeli macierz A jest stabilna oraz H;; (A, B) > 0 dla
pewnego i, to macierze A, B posiadaja wspélne rozwigzanie Lapunowa.



Przyktad

Rozwazmy dwie macierze stabilne
—44+i —-1-3i —5—i 1-2¢
A_<—1—2i 1—2’)’ B_< 1—3i z)

Wykonujac niezbedne obliczenia otrzymujemy

10 —4-2 442 0
- 1| —8—i 74120 3—-4i —8—i
1 — —
LB =G| s4i 3+4i 7-120 -8+i
10 —4-12 —4412i 20
Stad
C1( 10 —8+i
Hu(A’B)_E(—S—i 10 >
oraz 1
B 0 —8+i
ng(AaB)—é(—S—i 20 )

Macierz Hy1 (A, B) jest dodatnio okreSlona, zatem macierze A i B
posiadaja wspdlne rozwigzanie Lapunowa.



Poniewaz macierz Has (A, B) nie jest dodatnio okreslona zatem
poszukiwane rozwigzanie P. uzyskamy z réwnania

A*Pe +FP.A= _Q€7
w ktérym Q. = diag (1,¢) dla pewnego £ > 0. Macierz

B*P5+P€B: _(Hll (A,B)+EH22 (A,B))
1( ~10 8—i+(8—i)s)

6\ (84i)e+84i  —10—20¢

jest ujemnie okreslona dla ¢ € (—0,371;1,448). Przyjmujac np. € = %
otrzymujemy poszukiwane rozwigzanie

po_ L 13 617
24\ —6+17i 39 '



Faktycznie,

N 1 -2 0
AP%—FP%A—i( 0 _1><0
oraz

. 1 20 24-3i
BP%+P%B_E<24+3¢ 40 ><O'
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