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Zastosowania rownan hiperbolicznych

@ Nieliniowe réwnania hiperboliczne wykorzystywane sg w
dynamice gazow i cieczy, nadprzewodnictwie, technologii
chemicznej i w wielu innych dziedzinach.
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Zastosowania rownan hiperbolicznych

@ Nieliniowe réwnania hiperboliczne wykorzystywane sg w
dynamice gazow i cieczy, nadprzewodnictwie, technologii
chemicznej i w wielu innych dziedzinach.

@ Przyktadowo rozchodzenie sie fal elektromagnetycznych
wzdtuz dwuzytowego przewodu opisywanie jest za pomoca
réwnania telegrafistéw

Dyu = Dy(F(u)Dyu) + G'(u)Dyu.
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Application of Hyperbolic PDE’s

Kolejnym przyktadem jest rownanie opisujgce jednowymiarowe
rozchodzenie sig ciepta w bryle sztywne;.

D = Dy <:?C(9)Dt9) + ;DQ [ / C(@)d@} Dyf.
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@ Twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania dla
zagadnienia Cauchy’ego dla hiperbolicznych réwnan
rézniczkowych czgstkowych drugiego rzedu mozna opisaé
w jezyku potgrup.
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@ Twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania dla
zagadnienia Cauchy’ego dla hiperbolicznych réwnan
rézniczkowych czgstkowych drugiego rzedu mozna opisaé
w jezyku potgrup.

@ Réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu
Dyu — Lu = f(t, x, u) (tutaj L jest operatorem
rozniczkowym drugiego rzedu) jest przeksztatcane do
ukfadu réwnan pierwszego rzedu
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@ Twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania dla
zagadnienia Cauchy’ego dla hiperbolicznych réwnan
rézniczkowych czgstkowych drugiego rzedu mozna opisaé
w jezyku potgrup.

@ Réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu
Dyu — Lu = f(t, x, u) (tutaj L jest operatorem
rozniczkowym drugiego rzedu) jest przeksztatcane do
ukfadu réwnan pierwszego rzedu

-]

ul

a nastepnie teoria potgrup jest uzywana.
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@ Kolejng metoda jest uzycie teori rodzin sinusowych i
cosinusowych.
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@ Kolejng metoda jest uzycie teori rodzin sinusowych i
cosinusowych.

@ Jesli a > 0 jest statg oraz f(t, x, -) jest odpowiednim
operatorem wéwczas zagadnienie Cauchy’ego dla
réwnania falowego Dyu — @ Dyxu = f(t, x, u) moze byé
zapisane w postaci zagadnienia abstrakcyjnego

L u(t) = Au(t) + f(t, up), (1)
u(0) =1, §u(0) = u',
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@ Kolejng metoda jest uzycie teori rodzin sinusowych i
cosinusowych.

@ Jesli a > 0 jest statg oraz f(t, x, -) jest odpowiednim
operatorem wéwczas zagadnienie Cauchy’ego dla
réwnania falowego Dyu — @ Dyxu = f(t, x, u) moze byé
zapisane w postaci zagadnienia abstrakcyjnego

L u(t) = Au(t) + f(t, up), )
u(0) =,  Zu(0)=u",
@ gdzie u; jest operatorem Hale’a
ui(s) = u(t+s)

oraz operator rézniczkowy A generuje rodzine cosinusowg
C(1).
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@ Kolejng metoda jest uzycie teori rodzin sinusowych i
cosinusowych.

@ Jesli a > 0 jest statg oraz f(t, x, -) jest odpowiednim
operatorem wéwczas zagadnienie Cauchy’ego dla
réwnania falowego Dyu — @ Dyxu = f(t, x, u) moze byé
zapisane w postaci zagadnienia abstrakcyjnego

L u(t) = Au(t) + f(t, up), (1)
u(0) =1, §u(0) = u',

@ gdzie u; jest operatorem Hale’a
ui(s) = u(t+s)

oraz operator rézniczkowy A generuje rodzine cosinusowg
C(1).
@ Rozwigzanie zagadnienia (1) spetnia réwnanie catkowe

u(t) = C(HW° + S(H)u' + /tS(t — 8)f(s, us)ds,
0

t . . .
o, C(s)ds jest rodzing sinusowg
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@ Jesli chcemy przeksztatci¢ rownanie czgstkowe do postaci
(1) wtedy model funkcyjny staje sie trudny i nienaturalny.
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@ Jesli chcemy przeksztatci¢ rownanie czgstkowe do postaci
(1) wtedy model funkcyjny staje sie trudny i nienaturalny.

@ Kolejng metodg dowodzenia twierdzen o istnieniu
rozwigzan dla réwnan hiperbolicznych jest metoda punktu
statego.
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@ Jesli chcemy przeksztatci¢ rownanie czgstkowe do postaci
(1) wtedy model funkcyjny staje sie trudny i nienaturalny.

@ Kolejng metodg dowodzenia twierdzen o istnieniu
rozwigzan dla réwnan hiperbolicznych jest metoda punktu
statego.

@ W przypadku teori potgrup i teorii punktu statego nie
mozemy zaobserwowaé zjawiska rozchodzenia sie fali ze
skonczong predkosci, czy zasady Huygens.
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@ Bedziemy rozwazac¢ zagadnienie Cauchy’ego dla
nielokalnego jednowymiarowego rownania falowego.
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@ Bedziemy rozwazac¢ zagadnienie Cauchy’ego dla
nielokalnego jednowymiarowego rownania falowego.

@ Model funkcyjny bedzie zalezat od zbioru generowanego
przez bicharakterystyki.
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@ Bedziemy rozwazac¢ zagadnienie Cauchy’ego dla
nielokalnego jednowymiarowego rownania falowego.

@ Model funkcyjny bedzie zalezat od zbioru generowanego
przez bicharakterystyki.

L Lz 1,00 .
@ Istnienie i jednoznaczno$¢ otrzymamy w W, . topologii.
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Klasyczne réwnanie falowe

Rozwazmy zagadnienie Cauchy’ego dla klasycznego rownania
falowego

Dyu — aZDXXu =g w E, (2)
u(0,x) = ¢(x), Diu(0,x)=1¢(x) dla xeR,

gdzie E=[0,T] xR,ac C'(E),a>0naE oraz g € C(E).
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Definicja bicharakterystyk

@ Rozwazmy bicharakterystyki n, 6 dla rownania
hiperbolicznego (2) przechodzace przez (t, x) € E.

n'(s) = a(s,n(s)),  n(t) = x,
0'(s) = —a(s,0(s)),  6(t) = x.
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Definicja bicharakterystyk

@ Rozwazmy bicharakterystyki n, 6 dla rownania
hiperbolicznego (2) przechodzace przez (t, x) € E.

n'(s)=a(s,n(s)).  n(t)=x

0'(s) = —a(s,0(s)),  6(t) = x.
@ Bedziemy je oznaczali

n=1n(s) =n"(s),
0 = 0(s) = 6%%(s), odpowiednio.
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@ Mozna pokazac, ze zagadnienie (2) jest rbwnowazne
rownaniu punktu statego

tr0v%(s) _
_1/ / g(say) A(S,y)DxU(S,y)dde (3)
tx(s)

B(s,y.t, x)
084(0) 4 —aOy)<z>’() (X
d 6" (0)),
2/”(0) Sy -+ o(0(0)
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@ Mozna pokazac, ze zagadnienie (2) jest rbwnowazne
rownaniu punktu statego

/ / 9(s,y) — A(s, y)Dxu(s, y) dyds (3)
tx(s)

B(s,y,t, x)
084(0) 4 —aOy)<z>’() (X
d 6" (0)),
2/”(0) gy + 0(0(0))

@ gdzie A(t, x) = Dia(t, x) + a(t, x)Dxa(t, x) oraz
B(s,y,t,x) = a(r,0"%(7)) exp (/S a(z,n™ 08 (r )z ))dz>
C(y,t,x) = a(s, "% (s)) exp (— / ) Dxa(z,nsﬁ”*@(z))dz) .
0
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@ Mozna pokazac, ze zagadnienie (2) jest rbwnowazne
rownaniu punktu statego

tr0v%(s) _
_1/ / g(S, y) A(Sv y)DXU(S,y) dde (3)
tx(s)

B(s,y.t, x)
084(0) 4 —aOy)<z>’() x
d 6" (0)),
2/”(0) Sy + o(0+(0))

@ gdzie A(t, x) = Dia(t, x) + a(t, x)Dxa(t, x) oraz
B(s,y,t,x) = a(r,0"%(7)) exp (/S a(z,n™ ot (r )z ))dz>
C(y,t,x) = a(s, "% (s)) exp (— / ) Dxa(z,nsﬁ”*@(z))dz) .
0

e Tutaj[s,f] > 7 — y = n~?"*(7)(s) oraz odwzorowanie
odwrotne y — 7 = T(y; S, t, X).
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Zaleznos¢ funkcyjna

@ Uzyjemy reprezentacji catkowej (2) zagadnienia
rézniczkowo-funkcyjnego.
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Zaleznos¢ funkcyjna

@ Uzyjemy reprezentacji catkowej (2) zagadnienia
rézniczkowo-funkcyjnego.

@ Zalezno$¢ funkcyjna bedzie zwigzania z obszarem
zaleznosci falowe;j.
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Zaleznos¢ funkcyjna

@ Uzyjemy reprezentacji catkowej (2) zagadnienia
rézniczkowo-funkcyjnego.

@ Zalezno$¢ funkcyjna bedzie zwigzania z obszarem
zaleznosci falowe;j.

@ Niech (t,x) € E oraz u € C(E,R). Wtedy v, : Etx = R
jest obcigciem u do zbioru E; x, gdzie

Evx = {(s,9) € [0.1] x R: *(s) < y < 6"(s)}
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Zaleznos¢ funkcyjna

E,‘:;’ )(LX)

Ze wzoru (3) na rozwigzanie zagadnienia Cauchy’ego (2),
widzimy, ze warto$ci u w kazdym punkcie (t, x) € E zalezg
tylko od warto$ci danych w ograniczonym obszarze E; x.
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Zaleznos¢ funkcyjna

Widzimy, ze warunek poczatkowy w punkcie (0, x) oddziatuje
jedynie na czeS¢ rozwigzania w ograniczonym obszarze

{(s.y) €[0,1] x R: 0"%(s) + x — 6"%(0) < y < n"*(s) + x — n"*(0)}.

Co ilustruje skonczong predkos$¢ rozchodzenia sig fali.
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Rownanie rézniczkowo-funkcyjne

Zajmiemy sie nastepujgcym zagadnieniem

Dyu(t, x) — & (t, x)Dut(t, x) = f(t, x, ug, ) dla (t,x) € E,
u(0,x)=0, Diwu(0,x)=0 dla xeR,
(4)

gdzie a: E — Roraz f(t, x,-) : WH°(E; x) — R dla wszystkich
(t,x) € E.

Adrian Karpowicz Réwnania hiperboliczne



Rownanie rézniczkowo-funkcyjne

Zagadnienie Cauchy’ego (4) jest rownowazne réwnaniu punktu
statego u(t, x) = (Su)(t, x)

dyds.
(5)

(Su)(t.x) //9”<S>fsy,u|5 ,) — A(s,y)Dxu(s, y)
utx) =3 B(s,y, 1, x)
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Rownanie rézniczkowo-funkcyjne

Twierdzenie

Zatézmy, ze

Wowczas istnieje doktadnie jedno rozwigzanie zagadnienia (4)
w klasie W (E).

loc
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Rownanie rézniczkowo-funkcyjne

Zatézmy, ze
a) ac C'(E)oraza(t,x) > 0dla(t,x) € E.

Wowczas istnieje doktadnie jedno rozwigzanie zagadnienia (4)
w klasie W (E).

loc
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Rownanie rézniczkowo-funkcyjne

Zatézmy, ze
a) ac C'(E)oraza(t,x) > 0dla(t,x) € E.
b) f(-,-,0): E — R jestciggla i f(t,x,-) : WH>(E;x) — R.

Wowczas istnieje doktadnie jedno rozwigzanie zagadnienia (4)
w klasie W (E).

loc
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Rownanie rézniczkowo-funkcyjne

Zatézmy, ze
a) ac C'(E)oraza(t,x) > 0dla(t,x) € E.
b) f(-,-,0): E — R jestciggla i f(t,x,-) : WH>(E;x) — R.

c) Istnieje nieujemna funkcja L € C(E) taka, ze
L(s,y) < L(t,x) dla Esy C E;x oraz

|[f(t, x, w)—£(t, x, V)| < L(t, X)[[W—=V|p1.(, ) dla (£, X) € E.

Wowczas istnieje doktadnie jedno rozwigzanie zagadnienia (4)
w klasie W (E).

loc
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ldea dowodu

@ Rozwazmy ciagi u", D;u" i Dyu" zdefiniowane wzorami
uO(t,x) = 0, DyuO(t, x) = 0, D;uO(t, x) = 0 oraz

u™t(t, x) = (Su)(t, x),
{ D (t, x) = Dy(Sum)(t, x), (6)
Dy (1, x) = Dy(Su™)(t, X)
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ldea dowodu

@ Rozwazmy ciagi u", D;u" i Dyu" zdefiniowane wzorami
uO(t,x) = 0, DyuO(t, x) = 0, D;uO(t, x) = 0 oraz

u™(t, x) = (Su")(t, x),
{ D (t, x) = Dy(Sum)(t, x), (6)
Dyu™(t,x) = Dy(Su™\(t, x)

@ Dla dowolnego punktu (fy, Xg) € E definiujemy seminorme

|- 1|9 wzorem
IvIl? = sup VIlwree(g,,)-
(8,¥) € Evxo
s<t
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@ Mozna pokazac
t
6160 — (k) < [l - o s,
0

gdzie

L(s,y) + 1A(s,y)|

Ki = Ki(t, x0) = Co sup 2|B(s,y,t,x)|

Esy C Etx C Epx
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@ Mozna pokazac
(8 x) — tx|</ Kq||uk — uF=1||0ds,
gdzie

L(s,y)+|A(s,y
K1 = K1(t0aX0) = CO sup (2’By()s y’ t(X)’ )’
Es7y C E)"X C Etvao B

t
D (1) = D(t. 0] < [ Kl — oG,

gdzie

K> =Kz (o, Xo)

aB(
ot

= sup

L(s,y) +1A(s. )| (
Es7y C E[7X C Efo,X()

2|B(s,y, t,x)|

S, ¥, t,X)

+|Di0(s; t, x)| + |Din(s; t, x)|).
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t
DU (1, x) — Dy (t,x)| < /0 Ksl|u¥ — u*1]|3ds,

gdzie
Ks =Ks (1o, Xo)

= sup

(57}/7 t7X)
E&y( Et,X C EtO:XO | ( 7y7 ’X)|

L(s,y) +|A(s,y)| <Co ‘33
15)¢

+|DyB(s; t,x)| + | Dyn(s:t, x)y).
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t
DU (1, x) — Dy (t,x)| < /0 Ksl|u¥ — u*1]|3ds,

gdzie
Ks =Ks (1o, Xo)

= sup

- (8,y,1.x)
2|B t
Es7y C Et7X - Et07X0 | (87 y’ ’X)|

L(s,y)+|A(s,y)| <Co ‘35’
15)¢

+|Dyb(s; £, x)| + | Den(s; t,x)y).

o Let K = Kj + Ko + K3. Z powyzszych nieréwnosci
dostajemy

t
UkH k)0 < /0 Ko — Uk ds. )
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ldea dowodu

@ Jedli zastosujemy indukcje do (7) otrzymamy

O

I — P < (K0,

gdzie C = [|u" — Ul wie(gy )
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ldea dowodu

@ Jedli zastosujemy indukcje do (7) otrzymamy

O

I — P < (K0,

gdzie C = ||lu' — t®llwi~(&, -
@ Stad

C(tyK)k

K+1 k
-u ||W1'°°(E’oﬁxo) < k!

lu
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ldea dowodu

@ Jedli zastosujemy indukcje do (7) otrzymamy

(@}

T — 9 < (K,

gdzie C = [|u" — Ul wie(gy )

@ Stad )
C(toK)*

K+1 k
—Uu ||W1'OO(E’O*XO) < Kl

lu

@ Ostatecznie otrzymujemy, ze u”, D;u" i Dyu" sg zbiezne
jednostajnie na Ej, x,. Biorgc n — oo w (6) dostajemy

u" — u, Diu" — Diu oraz Dyu" — Dyu na Ey, x,,

gdzie u jest rozwigzaniem (4).
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ldea dowodu

@ Twierdzimy, ze rozwigzanie istnieje na E.
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ldea dowodu

@ Twierdzimy, ze rozwigzanie istnieje na E.

@ Rozwigzanie istnieje na Et x dla kazdego x € R. Funkcja n
jest rosnagca 6 jest malejgca, wiec zbior Et x, N ET 4, jest
niepusty o ile odlegto$¢ pomiedzy x; i x> jest
wystarczajgco mata.
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ldea dowodu

@ Twierdzimy, ze rozwigzanie istnieje na E.

@ Rozwigzanie istnieje na Et x dla kazdego x € R. Funkcja n
jest rosnagca 6 jest malejgca, wiec zbior Et x, N ET 4, jest
niepusty o ile odlegto$¢ pomiedzy x; i x> jest
wystarczajgco mata.

@ Z jednoznacznosci istnieje tylko jedno rozwigzanie na
Et x, N ET x,. Stad dostajemy globalne rozwigzanie na E.
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Zastosowania

@ W oparciu o twierdzenie 1, badamy lokalnie istnienie
rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego

Dn‘U(t,X) - (U(t,X) + 1)2DXXU(t, X) = f(t, X, U\Et,x) na E,
u(0,x)=0, Diu(0,x)=0 dla xeR,
(8)
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Zastosowania

@ W oparciu o twierdzenie 1, badamy lokalnie istnienie
rozwigzania zagadnienia Cauchy’ego

Dn‘U(t,X) - (U(t,X) + 1)2DXXU(t, X) = f(t, X, U\Et,x) na E,
u(0,x)=0, Diu(0,x)=0 dla xeR,
(8)
@ Wspotczynnik (u + 1)? moze by¢ zastgpiony przez

dowolng funkcje regularng g : E x R — R taka, ze
g(t,x,0) >0dla(t,x) € E.
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Zastosowania

@ Zagadnienie (8) jest rownowazne réwnaniu punktu statego

u(t, x)

1 /l’ /QI’X(S) f(s7y7 UlEs,y) — [Dtu + (U + 1)DXU]DXU
2o Jyxs) B(s. .1, x)

dyds,
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Zastosowania

@ Zagadnienie (8) jest rownowazne réwnaniu punktu statego

u(t, x)

1 /l’ /QI’X(S) f(s7y7 UlEs,y) — [Dtu + (U + 1)DXU]DXU
2 Jo Jyxs B(s.y, 1, x)

5 dyds,

@ gdzie 7, 6 zalezyod u i spetnia rownania rézniczkowe
zwyczajne

n(s)=u(s,n(s)) +1.  n(t) = x,
0'(s) = —u(s,0(s)) -1, 0(t) =x,

oraz

B(s,y,t, x) = (u(r, et,X(T)) +1)exp </S Dyu(z, T]T79t’X(T)(Z))dZ> |
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Zastosowania

Twierdzenie

Zatozmy, ze
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Zastosowania

Twierdzenie

Zatozmy, ze
a) f(-,-,0): E — R jest ciggta, ograniczona
oraz f(t, x,-) : WH(E;x) — R dla(t, x) € E.

Adrian Karpowicz Réwnania hiperboliczne



Zastosowania

Zatozmy, ze

a) f(-,-,0): E — R jest ciggta, ograniczona
oraz f(t, x,-) : WH(E;x) — R dla(t, x) € E.

b) Istnigj stata L taka, ze

|[f(t, x, w) — f(t, x, V)| < LW — V|[y1.(g, ) dla (t,X) € E.
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Zastosowania

Zatozmy, ze

a) f(-,-,0): E — R jest ciggta, ograniczona
oraz f(t, x,-) : WH(E;x) — R dla(t, x) € E.

b) Istnigj stata L taka, ze

|[f(t, x, w) — f(t, x, V)| < LW — V|[y1.(g, ) dla (t,X) € E.
Wowczas istnieje doktadnie jedno rozwigzanie

zagadnienia (8) w klasie
W'°([0, o] x R) dla pewnego t, < [0, T].

Adrian Karpowicz Réwnania hiperboliczne



ldea dowodu

@ Rozwazmy cigg iteracji prostych u" zdefiniowany przez
u%(t, x) = 0 oraz

D™ (8, x) — (U"(t, x) + 1)2Dext™ (8, x) = f(t, x, ulE ),
u™1(0,x) =0, Dw"'(0,x)=0 dla xcR.
(9)
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ldea dowodu

@ Rozwazmy cigg iteracji prostych u" zdefiniowany przez
u%(t, x) = 0 oraz

D™ (8, x) — (U"(t, x) + 1)2Dext™ (8, x) = f(t, x, ulE ),
u™1(0,x) =0, Dw"'(0,x)=0 dla xcR.
(9)

@ Definiujemy bicharakterystyki n,, 6, dla rownania (9)

Mn(8) = U"(s,mn(s)) +1.  7n(t) = X,
0r(s) = —u"(s,0n(s)) — 1,  0a(t) = x.
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ldea dowodu

@ Rozwazmy cigg iteracji prostych u" zdefiniowany przez
u%(t, x) = 0 oraz

D™ (8, x) — (U"(t, x) + 1)2Dext™ (8, x) = f(t, x, ulE ),
u™1(0,x) =0, Dw"'(0,x)=0 dla xcR.
(9)

@ Definiujemy bicharakterystyki n,, 6, dla rownania (9)

Mn(8) = U"(s,mn(s)) +1.  7n(t) = X,
0r(s) = —u"(s,0n(s)) — 1,  0a(t) = x.

@ Istnienie jednoznacznego rozwigzania zagadnienia (9)
wynika z Twierdzenia 1, gdzie a(t, x) = u"(t,x) + 1.
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ldea dowodu

Adrian Karpowicz Réwnania hiperboliczne



ldea dowodu

@ Niech f spetnia zatoZenia Twierdzenia 2 oraz
u e Wh([0, t] x R) jest takie, ze u+1 > Ky oraz
Ul wr.eo (0,6 xr) < K2 dla pewnych Ky € (0,1) i Kz > 0

Adrian Karpowicz Réwnania hiperboliczne



ldea dowodu

@ Niech f spetnia zatoZenia Twierdzenia 2 oraz
u e W'([0, t] x R) jest takie, ze u +1 > Ky oraz
[ull w00 ((0,]xr) < K2 dla pewnych Ky € (0,1) iKz >0
@ wtedy rozwigzanie zagadnienia

Dyv(t, x) — (u(t, x) + 1)2Dxx v(t, X) = f(t, X, Vg, ) na [0, tg] x R
v(0,x) =0, Div(0,x)=0 dla xeR

Jest takie, ze v +1 > Ky oraz ||V|| w10 (jo,4)xr) < Ko
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