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Réwnanie Schrodingera z losowym potencjatem

Réwnanie Schrodingera

Funkcja falowa ¢(t, x) spetnia réwnanie

i0rp(t, x) + %Aﬂb(t,X) — V(t,x)¢p(t,x) =0, (1)
</>(07X) = ¢0(X)7

V(t,x) - potencjat, i = +/—1.

Motywacja:
@ mechanika kwantowa,

@ propagacja fal (Gaussian beam)
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mechanika kwantowa

Klasyczny hamiltonian

2
E— ’2”’ + V(x), p— ped, V(x)— potencjat
m

v

Energia - ped w mechanice kwantowej

E = hw, wzor Plancka p = hk, wzér de Broglie’a

e k - wektor falowy:

k=2n\"1k, X dhugosé fali
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mechanika kwantowa

Klasyczny hamiltonian

2
E— ’2’1 + V(x), p— ped, V(x) — potencjat

v

Energia - ped w mechanice kwantowej

E = hw, wzor Plancka p = hk, wzér de Broglie’a

e k - wektor falowy:

k=2n\"1k, X dhugosé fali

e funkcja falowa - superpozycja fal ptaskich
W(t,x) = /d exp {7 (k - x — w(K)t)} W(k)dk
R

w(k) relacja dyspersji,
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mechanika kwantowa

Rézniczkujac dostaniemy:
iE
OV (t,x) = —%W(t,x), AV(t,x) = ——VY(t,x)

Stad i ze wzoru na hamiltonian:

Réwnanie Schrédingera

2
ihoV(t, x) = —;—mAX\U(t,X) + V(x)V(t, x).
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aproksymacja paraboliczna

rownania falowego

e Réwnanie falowe

1 0%(t,x)
2(x) o2

Ax¢(t)x) =0

e c(x) lokalna predkos¢ propagacji fali,
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Aproksymacja paraboliczna
Aproksymacja paraksjalna (dla $wiatta Iaserowego)'

(pojedyncza czestos¢ w) jest prawie
ptaska (w kier. x1, gdzie x = (x1,x1)), tj. funkcja falowa

P(t,x) = RNg(xq, x1) |02, 0(X)] < [0 $(x)]

Wavefronts ~ Paraxial
rays
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Réwnanie Schrodingera jako aproksymacja dla

rownania falowego

Zespolona amplituda ¢ (x1,x ) spetnia réwnanie Schrodingera

kiOx @ (x1,x1) + A1 (x1,x1) + V(x1,x1)d (x1,x1) =0,
gdzie

V(xi,x1) = k> + <c(x1w,>q_))2
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Skalowanie i losowy potencjat

e Obecnos¢ dwoch skal, mikro- i makroskopowych,
(t',x") ~ (t/e,x/e) (skalowanie kinetyczne),
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Skalowanie i losowy potencjat

e Obecnos¢ dwoch skal, mikro- i makroskopowych,
(t',x") ~ (t/e,x/e) (skalowanie kinetyczne),

e V(t,x) potencjat dany przez pole losowe, stacjonarne,
gaussowskie,
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Skalowanie i losowy potencjat

e Obecnos¢ dwoch skal, mikro- i makroskopowych,
(t',x") ~ (t/e,x/e) (skalowanie kinetyczne),

e V(t,x) potencjat dany przez pole losowe, stacjonarne,
gaussowskie,

e réwnanie Schrodingera w makroskopowych wspétrzednych,
funkcja falowa ¢.(t,x) = e=9/2¢(t/e, x/e):

8¢€ t x B
0t + A¢E (77 g)ﬁbs - 07 (2)

$:(0,x) = ¢ d/2¢0(x/5).
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Skalowanie i losowy potencjat

e Obecnos¢ dwoch skal, mikro- i makroskopowych,
(t',x") ~ (t/e,x/e) (skalowanie kinetyczne),

e V(t,x) potencjat dany przez pole losowe, stacjonarne,
gaussowskie,

e réwnanie Schrodingera w makroskopowych wspétrzednych,
funkcja falowa ¢.(t,x) = e=9/2¢(t/e, x/e):

8¢€ t x B
% 1 0. - avit Do =0, @)

$:(0,x) = e~ 2¢po(x/2).

e -y parametr odpowiadajacy wielkosci pola (na ogét v < 1, tzw
rezim , ang. weak coupling),
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Granica ¢.(t,x) przy ¢ < 1

e Problem oscylacji. Przy v = 0 réwnanie na transformate
Fouriera ¢(t,£) ma postaé

99e(t,€) £ _
i !5\ e (t,€), (3)

$:(0,€) = €d/2¢o(€€)-
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Granica ¢.(t,x) przy ¢ < 1

e Problem oscylacji. Przy v = 0 réwnanie na transformate
Fouriera ¢(t,£) ma postaé

99e(t,€) £ _
i !5\ e (t,€), (3)

$:(0,€) = €d/2¢o(€€)-

° = ggg(t,g) = 5d/2¢30(55)e—ie|§|2t/2

1 d/2 _ 2
ot = (5) [ p{ ‘XQti”}¢o(y)dy.

o Mamy [|§:(t)||2rsy = 1 oraz ¢.(t) — 0, stabo w L?(RY), przy
e — 0+.
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Skompensowana funkcja falowa

e G. Bal, T.K., L. Ryzhik (ARMA, 2011) wprowadziliémy pojecie
skompensowanej funkcji falowe;j

&(t,6) = g elt,/2)eFH109), (@

e Wyniki dla potencjatéw czasowo zaleznych V/(t, x) typu
Ornstein-Uhlenbecka. Kluczowe jest tempo zbieznosci funkcji
korelacji pola w czasie i przestrzeni (przejscie fazowe).
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Potencjaty zalezne od czasu

e V(t,x) scentrowane, stacjonarne, izotropowe, pole
gaussowskie

R(t,x) = E[V(t +s,x + y)V(s,y)] = / | R(w, p)duwdp,
R

A

A _ 2g(Ip)R(lpl)
F )= )

e g(|p|) tempo mieszania w czasie

(5)

R(t,x) = /Rd e Pe=d(PDIEIR(|p|)dp
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Uproszczony model, skalowanie dyfuzyjne

Réwnanie bez laplasjanu

v (L) o 00 =a (). @

e ¢ (t,x) = ¢o(x/e) exp(id.(t, x)),

-3 [ 4

Losowe r-nie Schrédingera



Uproszczony model, skalowanie dyfuzyjne

Réwnanie bez laplasjanu

v (L) o 00 =a (). @

e ¢ (t,x) = ¢o(x/e) exp(id.(t, x)),

t
b (t,x) = —g/o Vv (: z> ds,

e EETVLIC
2(% /dsl/ d52/ ~a(lpD%2/ R(| p| ) dpp

) dsds’
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Uproszczony model, skalowanie dyfuzyjne

Réwnanie bez laplasjanu

v (L) o 00 =a (). @

e ¢ (t,x) = ¢o(x/e) exp(id.(t, x)),

w3 [ 5[

2 2
B Ez(gﬂ)d / / / o sz/ER ’p‘)
,Y2

_ 2 s(lphs/e RUPD
= oy fy o e Yoo %~ Pt
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Uproszczony model, skalowanie dyfuzyjne c.d.

e dla e < 1, v = /¢ (dyfuzyjna skala czasu t ~ y~2) mamy

¢<(t,x) = do(x/2) exp(i®c(t, x)),

E[®2(t, x)] ~ Dt

gdzie
__2 R(lpl) ~
0= (2m)d /Rd 9(\P!)dp<+ '
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Skalowanie dyfuzyjne: petny model

e Przypomnijmy;

8¢5 t x B
(91‘ ‘|' A¢z—: 'Yv(ga g)d)s =0, (7)

¢:(0,x) =¢ d/zcbo(x/a).

Twierdzenie 1 (przypadek dyfuzyjny), G. Bal, T.K., L. Ryzhik

(ARMA, 2011)

e V(t,x) jest polem gaussowskim, markowowskim w czasie,
e przestrzenne spektrum energetyczne f. kowariancji R(t, x)

spetnia: A
R(p)dp
/Rd TP < too. ®8)

o v = /€ (t ~ 7! = y72 skalowanie dyfuzyjne).

v
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Skalowanie dyfuzyjne: petny model, c.d.

Twierdzenie 1 c.d. (przypadek dyfuzyjny)

Woéwczas:
e dla kazdego (t,¢) € R+

~

() = el /)o@, )
zbiega wg rozktadu i wg momentéw, przy € < 1 do
C(t,€) = e™™Pe/260(€) + Z(1,€) (10)

gdzie Z(t,&) jest scentrowana gaussowska zmienng zespolona
o wariangji

E|Z(t,€)]2 = W(t,€) — e TePe|do(&)[2.
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Skalowanie dyfuzyjne: petny model, c.d.

Twierdzenie 1 c.d. (przypadek dyfuzyjny)

o W(t, €) = E|((t,€)|? jest rozwigzaniem jednorodnego
réownania kinetycznego

D W(t,€) = LW(L,¢),
{ W(0.€) = [foe). ()

e operator rozpraszania

LFE) = [ Dp.OIF(p+O - FEldp, (12

2/§’(p)9( )
)+ (€

D(p,&) = n

(2m)[g*(p —p?/2)7]

_ 2R(p) dp
%‘i@dmm—Jw-p—um)@mw




Skalowanie dyfuzyjne, uwagi:

e przypadek izotropowy, spektrum potegowe
a(p) 2
R(p) := W7 a(lpl) == |p| &

e warunek skonczonej energii o < 1, supp a(+) zwarty,
e mieszanie po czasie: § > 0,
e przypadek dyfuzyjny: o+ 3 < 1,

e dekoherencja fal.
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Uproszczony model, skalowanie superdyfuzyjne

o O.(t,x) = ¢o(x/e) exp(iP(t, x)),

st -2 [ [#(

—|pl? 52/6
e (p)dp
/ / /Rd 271_ ’p’2a+d 5 d52d51.

£1/28)g

DN

> dsds’

zmiana zmiennych

Losowe r-nie Schrédingera



Uproszczony model, skalowanie superdyfuzyjne

c.d.
edlaa+4>1:
2 2
B2 1)] = Sy i @ [ - R
22 a(0)Ki(a, B) 52 208 e
T 2@/ 2m)d  (a+B-1)(a+23-1) ’
Ca+25-1  1-a
e = y1/(2m),

el2<k<ldlaa<l, a+p>1

przypadek superdyfuzyjny 771 < t ~ y7F & 472
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Uproszczony model, skalowanie superdyfuzyjne

c.d.

e Definicje Ki(o, 3), K2(&; )

dp
2a0—1"

—+o00 Y
Ki(a, B) :Qd/ e’
0 p

gdzie Qg jest powierzchnig sfery jednostkowej w RY, oraz

e —p_dp i€|pw-er
KalGa)= [ ety [ erasan), ()
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Pefny model, skalowanie superdyfuzyjne

Twierdzenie 2 (przypadek supedyfuzyjny, G. Bal, T.K., L.

Ryzhik 11’)
e Niech: a+8>11/2<a<1loraz 3<1/2, ¢=~Y",

_a—|—25—1_1_1—o¢
28 28 -

(17)

e Woéwczas fa(t,f) zbiega wg rozktadu i wg momentéw do
Co(t,€) = o(§)e'V e, (18)

gdzie B, (t) standardowy utamkowy ruch Browna o wyktadniku
Hursta x, wariancja Dg
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Petny model, skalowanie superdyfuzyjne c.d.

Twierdzenie 2 c.d.

o dla 8<1/2
2(0)Ki (o 8)
De=D = o~ 1)) (19)
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Petny model, skalowanie superdyfuzyjne c.d.

Twierdzenie 2 c.d.

e dla j < 1/2
De=D= m. (19)

o dla §=1/2
De = ajz(g)ﬁ(f(;zo;))d’ (20)

’
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Dyskusja: faza vs gesto$¢ energii

e Skompensowane funkcja falowa
5 1o~ (8N Lilgle/(2e)
Cﬁ(t7§) = md)e (ta €> el c y
e asymptotyka gestosci energii

~ 1 ~
BIC(t ) = B

e zachodzi

lim W.(t,€) = W(t,€)

{ QW (t,€) = LW(t,£),
W(0.€) = |do(6).
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Dyskusja: faza vs gesto$¢ energii c.d.

e asymptotyka gestosci energii przy pomocy rozwigzania réwnania
transportu radiacyjnego zostata pokazana metodg diagraméw
Feynmanna przez H. Spohna (1975) dla potencjatéw czasowo
niezaleznych i krétkich czaséw, wynik poprawiony przez
Erddsa-Yau (2000) do dowolnych czaséw

e metoda martyngatowa z uzyciem zaburzonej funkcji prébnej
Bal-Papanicolaou-Ryzhik (2005), Bal-T.K.-Ryzhik (2013)

e Gomez (2011) pokazat, iz dla o + 3 > 1, B € (0,1/2] oraz
a € (1/2,1] granica W.(t,&) przy € — 0+ dla skal dyfuzyjnych
(t ~v~2, ¥ = \/€) spetnia jednorodne réwnanie transportu
radiacyjnego (przyp. skale superdyfuzyjne t ~ v~ "*).

e GestoS¢ energii nie ma przejscia fazowego ze wzgledu na
skonczonos¢

N

/RdR(|z|)2dp<+oo, (a+ 5 <1)!
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Potencjaty niezalezne od czasu

e V(x) scentrowane, stacjonarne pole gaussowskie nad p-nia
probabilistyczna (Q2,V,P) o funkgji kowariangji

R() = EV(V(O) = [ e*#R(p)db.

gdzie
L, Rp)dp < +20. R(p) >0, R(=p) = R(p)

e potencjat izotropowy, szybko malejacy

a(lpl)

a(0) > 0, ciagta w 0, sup,q r"a(r) < +oo dla kazdego n > 0.
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Réwnanie na skompensowana funkcje falowa

Przypadek ¢ = 1

Skompensowana funkcja falowa spetnia

0:8) = #0l6) ~ g [, @ [, Elsr6 =) o
Xexp{/(lf\z—\f—lal §}V(dp-

gdzie \7(dp) stochastyczna miara spektralna dla stacjonarnego
pola V(x)

V(x) = /R e V(dp)
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Szereg Duhamela

e Iterujac dostaniemy rozwiniecie ((t,£) w szereg nieskoniczony
(szereg Duhamela) :

e.6) =S E(t.0). (22)
n=0
gdzie (o(t,€) = 1o (),

e = [Gma| [ @ ],

x 1o (6 - ij) e,
j=1

<

(dp1) ... V(dp,)

(23)
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Szereg Duhamela c.d.

o faza
n k—1 2 k 2 Snil_k
Gn = Gn(sl,napl,n) = Z 5_ Z Pi| — f_ ij n+27 .
k=1 j=1 j=1
(24)
e Ap(t) sympleks
Ap(t) ={(s1,%,...,5n): 0<s1<s<---<s,<th
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wzér na ((t, &) = E((t,€)

Stwierdzenie
Zachodzi nastepujacy wzor:

B(1,) = HOME {exo {i [ V(ap) [ EGs.i.me)as} ), (29)
gdzie
E(s,p,z; &) :=exp {z(\[iB(s) + s§) - p} , zeC, (26)

oraz (B(t)) jest standardowym d-wym. r. Browna nad p-nia
(X, A,Q), wartos¢ oczekiwana M,

. 14
Vi= 7
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Wz6br na ée(ta 5)

too
f) = ch,e(tvf)
é\na(t f) [ (27T) :|H/Rdn \A/(dpl) V(dpn)

Z / dslj,,e"G",
(t/€?)

2
n k
G, = Gn(sl,nypl,n) = Z ( - | Z

k—1
=D P
=1

2
5n+1 k
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Asymptotyka EC,.(t,€)

ECet§ ZEC2nst§ {1+Z Z }¢0(§)

n=0 n=1FcFan

§2n rodzina parowan (diagraméw Feynmanna) nad {1,...,2n}
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Asymptotyka EC,.(t,€)

EC.(t,€) = ZE@,,Eté {1+ZZ/ }wo(g)

n=0 n=1 Fcg2,

§2n rodzina parowan (diagraméw Feynmanna) nad {1,...,2n}

I(F) = ( o 2d> /den H (pk+pe) R(pk)dpr, 2n/ e’ ds 5,

(k,0)e Daon(t/e?)

2n m 1 m 2
Gan(s1,2n, P120) = Y (S2n-my1 — 52n7m)(£ Y b 5’ ij) ),
m=1 j=1 =1

przy czym sp := 0.
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Funkcja spektralna typu Schoenberga

Przyjmijmy, iz

N too 2,2 dX
RV = [ e s 15 (28)

gdzie
0<c<s(\)<ct vA>0, ce€(0,1)
Mamy tez

N C A _ 2
R(p)~ praraams: Pl <1 R(p) <e P pl > 1.
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Funkcja spektralna typu Schoenberga c.d.

e Szukamy funkgji 7 : [0, 4+00) — R takiej, iz

N

> fllxi—xlu)éi&f >0, VN>1,&,....EneC,
ij=1
X1,...,xy € H, H nieskonczenie wymiarowa osrodkowa p-n
Hilberta (H,| - 1),
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Funkcja spektralna typu Schoenberga c.d.

e Szukamy funkgji 7 : [0, 4+00) — R takiej, iz

N

> fllxi—xlu)éi&f >0, VN>1,&,....EneC,
ij=1
X1,...,xy € H, H nieskonczenie wymiarowa osrodkowa p-n
Hilberta (H,| - 1),

e Schoenberg pokazat (A.of M. 1938), ze wszystkie funkcje o tej
wiasnosci sg postaci

+oo 5
f(r) :/ e Mu(d\), r>0
0

gdzie p jest skonczong miarg borelowska na [0, +00).
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Zbieznosc Srednich skompensowanej funkcji

falowej (s.f.f.)

e Przywré¢my skalowanie dyfuzyjne (t ~ v =2, réwnowaznie
72 ~ ¢), s.f.f. po przeskalowaniu wyglada nastepujaco

&(t,6) = el €/2) P2,

gdzie, przy v = /¢ mamy

aa¢€+ a6~ vav(Xe. =0, (29)

$-(0, x) = e~ 2pg(x/¢).
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Gtéwny wynik 1

Twierdzenie

Przyjmijmy, iz d > 3, {(t,€) = E((t, &) oraz

R
Roim [ R G, < ooe
rR? |p|

(tj. @ < 0). Woéwczas, istnieje to > 0 takie, ze

Jim 568 = ol exe {5} rel0.al R,
(30)
gdzie
_ [s(NdA e L (AElT)?
K/(é)_/l )\1—2a{/0 (1—1—/7’)"’/26Xp{_2(1+17)}d7—}
(31)
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W szczegdélnosci gdy € = 0 dostajemy

/-@(0)—/%0 dr /oo s(\dA =20 [ s(\)dA
A (1+i7)d/2 1 M2 g_2 [ )d-2a

. 2d 1 R(|pl)
= —i(2m)9/? d,
I( 7T) d—2 Jga |P|2
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Wynik 2: homogenizacja

Funkcja falowa ¢(t, x) spetnia réwnanie

9:6(t, x) + %Axgb(t, x) = VEV(E,X)d(t,x) = 0, (32)
¢(07X) = €db/2¢0(€bx)7

gdzie b > 0.
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Wynik 2: homogenizacja

Funkcja falowa ¢(t, x) spetnia réwnanie

9:6(t, x) + %Axgb(t, x) = VEV(E,X)d(t,x) = 0, (32)
¢(07X) = €db/2¢0(€bx)7

gdzie b > 0. S.f.f. dana jest wzorem

€€(t7§) — Edb/2($ (;,Eb§> ei52b—1|£|2t/2' (33)
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homogenizacja

Twierdzenie (homogenizacja)

Przyjmijmy, iz spetnione s3 zatozenia poprzedniego twierdzenia
(d > 3). Wéwczas, istnieje ty > 0 takie, ze

6£T+E’\€s(fa ) = (e, Mez@ey =0, t €0, to] (34)

gdzie

(66 =ho©ew {2 ], teluleerl ()

. 2d R p
,4(0):—,(2#)(’/26{72 L |$D||2|)dp.
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Whiosek: zachowanie funkcji falowej dla b =1/2

e Funkcja falowa ¢.(t, x) spetnia réwnanie

D:0-(t,) + 5 Bs02(8%) — VEV(£,x)0x(t,x) = 0, (36)
¢6(07X) = €—d/4¢0(\/gx),

Woéwczas, dla d > 3:
i Eox(t, )~ 3(t, Yz =0, te0n]  (37)

gdzie

e = 2dR,
' D¢+ Rp=0, Ri=_——p—7,
0:6 + 58x0 + Ro =0 (2n)372(d — 2)

e wynik G. Bal and N. Zhang, 14’ przy duzo bardziej
restrykcyjnych zatozeniach!
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Przypadek superdyfuzji R, = +o0

e superdyfuzyjne skalowanie czasu t ~ e~3(= v727), a € (0,1)

e s.f.f. dana jest wzorem

0= 20 (£ ) o, (g

ga’
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Gtéwny wynik 3

Twierdzenie (skalowanie superdyfuzyjne)

Zatézmy, izd >3, a € (0,1) b> a/2 oraz a:=2/(2 + «).
Woéwczas istnieje ty > 0 takie, ze

{(t,€) = lim &(t.€)

R H 1 ,1
=¢o(5)MEXP{m: |/ |BsBs'|2a_2dsds’}, te 0.t
(39)

gdzie H=1/a =1+ /2, (Bt) jest standardowym d-wym. r.
Browna oraz

+00 . —
R = /0 w2 el dy = ir <Z> exp{ 12047r} ; (40)

(zachodzi Re ;R > 0.)
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Probabilistyczna reprezentacja rozwiazania

e dla potencjatéw typu Schoenberga

ot =i on [ [ [ [
X /Rd e*/\2|p|2/2dpexp {i {\ﬂ(B(S) — B(s") +&(s — s/)} . p}}} '

e wykonujemy usrednianie po zmiennej p i dostajemy
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Probabilistyczna reprezentacja rozwiazania c.d.
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e W sensie L2(P) zachodzi ?

tr(€)
27)d

al—l>r(r)1+ Za()\’ t) -

—~
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e W sensie L2(P) zachodzi ?

- __ts(§)
a|—|>r(r)1+ Z(A\t) = - 27)d

—~

e Dla ¢ = 0 mozna to policzy¢ gdyz

im EZ(\, 1) = — 0

. s m(o)}2
e—0+ (27‘(’)d7 z—:L”ngE ’ZE()\’ t)‘ N |: ’

(27)9
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e W sensie L2(P) zachodzi ?

- __ts(§)
a|—|>r(7)1+ Z(A\t) = - 27)d

—~

e Dla ¢ = 0 mozna to policzy¢ gdyz

im EZ(\, 1) = — 0

. s m(o)}2
e—0+ (27‘(’)d7 z—:LIr(r)]JrE ’ZE()\’ t)‘ N |: ’

(2m)
Stad

. = n_n3 ~(0
o o -5}
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e W sensie L2(P) zachodzi ?

- __ts(§)
a|—|>r(r)1+ Z(A\t) = - 27)d

—~

e Dla ¢ = 0 mozna to policzy¢ gdyz

. _ote(0) s m(o)}2
[ EZO ) =~ S BIZOO = [(QW)d !
Stad
: - n_nz . tli(O) }
lim C(£,0)" =" Go(0)exp { il
e dla dowodu stosuje si¢ metode diagramatyczng (diagramy

Feynmanna)
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