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1. Wielowymiarowe dane z powtérzeniami - dziedziny
zastosowan

Wielowymiarowe dane z powtoérzeniami staly sie niezwykle wazne w wielu
roznych dziedzinach nauki, m. in. takich jak:

e biomedyczne,
e medyczne,
e inzynierskie,

e farmaceutyczne.



2.1. Blokowo-symetryczna struktura kowariancji dla podwdjnie
wielowymiarowych danych - postac

Blokowo-symetryczna strukture kowariancji wymiaru (mu x mu)— dla m-
wymiarowych obserwacji mierzonych ze wzgledu na u czynnikéw definiuje sie
nastepujaco:

r, T, ... T,

rnr, ... I
= I,oTy-TI)+J,I



2.2. Blokowo-symetryczna struktura kowariancji dla podwdjnie
wielowymiarowych danych - zatozenia

1. T’y jest dodatnio okreslona, symetryczna macierza wymiaru m X m,
2. I'y jest symetryczng macierzg wymiaru m X m,

3. —ﬁl"o < Iy co oznacza, ze: Ty + (u — 1)I'; jest dodatnio okreslong
macierzg,

4. T'y < T’y co oznacza, ze: I'y — I'y jest dodatnio okreslona macierza.

Zatem macierz um X um oznaczona jako I' jest dodatnio okreslona.



3. Modele z roznymi strukturami wektora Srednich - notacja

Niech y, ; bedzie m-wymiarowym wektorem pomiaréw dla r-tego obiektu ze
wzgledu na s-ty czynnik; r =1,...,n, s = 1,...,u. Wszystkie cechy n bada-
nych obiektéw sa niezalezne.

Niech y, = (y;.1,- - -, ¥,,)" bedzie mu-wymiarowym wektorem pomiaréw od-
powiadajacym r-temu obiektowi.

Ostatecznie, niech y,,vy,, ...,y, bedzie préba losowa wymiaru n z wielowy-
miarowego rozktadu normalnego.



3.1. Model z dowolng strukturg wektora Srednich

W modelu tym zaktadamy, ze struktura kowariancji jest blokowo-symetryczna
oraz ze wartosci w wektorze $rednich mogg sie zmienia¢ pomiedzy
czynnikami badz punktami czasowymi. Zatem wektor ten ma nastepu-
jaca postac: 1,, ® p, gdzie p ma um komponentow.

y =vee( Y )~ N((1ny @ L)t I @ o).

numx1 umxn

To oznacza, ze n niezaleznych, losowych wektoréw kolumnowych ma iden-
tyczny rozklad z (uwm X wm)—wymiarowa macierza wariancji-kowariancji.



3.2. Model z okreslong struktura wektora srednich

W tym przypadku zatozenie odnosnie struktury kowariancji jest takie samo
jak w pierwszym modelu, natomiast o wektorze srednich zaktadamy, ze jego
wartosci pozostaja takie same pomiedzy czynnikami badz punktami
czasowymi. Zatem wektor ten ma nastepujaca postac: 1,, ® p gdzie p ma
m sktadowych.

y =wvec(Y' )~ N((lnu@)Im)u,In@I‘um).

numx1 umxn

To oznacza, ze n niezaleznych, losowych wektoréw kolumnowych ma iden-
tyczny rozklad z (um X wm)—wymiarowa macierza wariancji-kowariancj.



3.3.0rtogonalne rzuty na podprzestrzen wektora $rednich

Rzuty te oznaczane beda za pomoca litery P i wykorzystane, zeby pokazaé
iz jesli I, @ I, € 9 = sp{V'}, gdzie V = I,, ® T, to oznacza, ze Py jest
najlepszym, liniowym, nieobcigzonym estymatorem (BLUE) wtedy i tylko
wtedy, gdy P komutuje ze wszystkimi macierzami kowariancji V.

Ortogonalne rzuty na podprzestrzen wektora srednich dla modelu z dowolng
struktura wektora $rednich:

1
P[l} = ﬁ']n®Ium7

Ortogonalne rzuty na podprzestrzen wektora srednich dla modelu z okreslong
strukturg wektora Srednich:

1 1
Py = J® J®I



3.3. Ortogonalne rzuty na podprzestrzen wektora srednich - cd.

Rezultat 1. Dla obu modeli macierz rzutu P komutuje z macierzqg kowarian-
cii'V, to jest, PV = VP, gdzie V = I, ® I, macierz kowariancji wektora
Y.

Lemat. Niech ¥ oznacza podprzestrzen rozpietq przez V', to jest, 9 = sp{V'}.

Wtedy, 9 jest kwadratowq podprzestrzeniq, co oznacza, zZe ¥ jest liniowq prze-
strzeniq i jesli V €9 to V? € 9 (deﬁm’cja w Seely (1971)).

Kwadratowa podprzestrzen jest szczegdlnym przypadkiem jednej z czterech
algebr Jordana (1934).



3.4. BLUE dla

Z faktu, ze dla obu modeli ortogonalne rzuty na przestrzen generowang przez
wektor $rednich komutuja ze wszystkimi macierzami kowariancji, wynika, ze
istnieje BLUE dla kazdej estymowalnej funkeji $redniej. Co wiecej BLUE sa
estymatorami najmniejszych kwadratéow (LSE), ze wzgledu na Rezultat 1.
Zatem, p jest jedynym rozwigzaniem nastepujacych réwnan normalnych:

Dla modelu z dowolng struktura wektora srednich:

(10 @ Lum) (10 @ Ly ) oy = (1 @ L)'y ub
nIumI-‘/[l] - [Imm Ium7 cee 7Ium]y7

cO oznacza, ze:
- 1 &
fiyg == _ Y,
n r=1
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3.4. BLUE dla p - cd.

Dla modelu z okreslong struktura wektora $rednich:

(1nu X Im)/(lnu X Im)ll’[Z] - (]-nu ® Im)/y lub
nuIm/.,L[Q] = [Im7 Im; e ;Im]y7

cO oznacza, ze:
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3.5. Baza dla kwadratowej podprzestrzeni 19

Definiujemy
An’ :Eu oraz AZ] :Ez]+E]z7 dla ¢ <j, oraz j = 1,...7777,,

jako baze dla symetrycznych macierzy I'. (m x m)—wymiarowe macierze E;;
maja 1 tylko na pozycji 7j-tej, oraz 0 na wszystkich pozostatych pozycjach.

Wtedy jest jasne, ze baza dla diagonalnych macierzy postaci I,, ® I, ® I'y
jest tworzona przez macierze

KEO) I,®I,®A; dai<yj, j=1,...,m
oraz baza dla macierzy postaci I,,®(J,—1I,)®T jest tworzona przez macierze

KY=I,0J,~L)® Ay, dai<j, j=1,.
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3.6. Zupetne i minimalne statystyki dostateczne dla rodziny
rozktadéw normalnych

Niech Mm =I1,1I,1I,, — P[l] oraz M[Q] =I,I,1I,, — P[Q]. Tak
wiec My 1 My sa idempotentne. Poniewaz dla obu modeli PV = VP,
oraz U jest kwadratowa przestrzenia, MIM = M jest takze kwadratows
przestrzenia.

Rezultat 2. Zupelne i minimalne statystyki dostateczne dla rodziny rozkia-
dow normalnych dla modelu z dowolng strukturg wektora Srednich sq postaci:

(1, ® Tum)y-
y/M[l]K%)M[l]y,l:O,l, i<j i, j=1,...,m.

Zob. Seely (1977) oraz Zmyslony (1980).
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3.6. Zupetne i minimalne statystyki dostateczne dla rodziny
rozktadéw normalnych - cd.

Rezultat 3. Zupeine i minimalne statystyki dostateczne dla rodziny rozkia-
dow normalnych dla modelu z okreslong strukturg wektora srednich sq postaci:

(1, ® In)y.
y/M[Q]Kg)MP]y, 1=0,1, i<j, i,j=1,...,m.

Zob. Seely (1977) oraz Zmyslony (1980).
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3.7. BQUE dla parametréow macierzy kowariancji

7 faktu, ze P komutuje z macierza kowariancji wektora y, dla kazdego z
parametrow kowariancji istnieje BQUE wtedy i tylko wtedy, gdy

sp{MV M},

jest kwadratowa podprzestrzenia (zob. Zmyslony (1976, 1980) i Gnot et al.
(1976, 1977a,c)) lub algebra Jordana (zob. Jordan et al. (1934)), gdzie V
oznacza macierz kowariancji wektora y. Jest jasne, ze jesli sp{V'} jest kwa-
dratowa podprzestrzenia i jesli dla kazdego ¥ € sp{V'} zachodzi komutowanie
PY. =3YP tosp{MV M} = sp{ MV} jest takze kwadratowa podprzestrze-
nia.

Zgodnie z podejsciem bez wspoétrzednych, warto$é oczekiwana Myy' M mo-
ze zostaé przedstawiona jako kombinacja liniowa macierzy M K E? i MK S)
z nieznanymi wspotczynnikami odpowiednio ag) ) al-(; ),
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3.7. BQUE dla parametrow macierzy kowariancji - cd.

Warto takze zwroci¢é uwage na to, ze operator identycznosciowy kowariancji
yy’ nalezy do sp{cov(yy’)}. To oznacza, ze najlepsze kwadratowe estymato-
ry sa estymatorami najmniejszych kwadratéw dla odpowiednich parametrow
O'g)) oraz 0;;’.
Dla modelu z dowolng strukturg wektora srednich macierze M ;) K g-)) i MK

sg ortogonalne. To oznacza, ze parametry 0[(3)2. i1 O'[(ll])i ; Moga by¢ wyznaczone

niezaleznie.

Dla modelu z okreslong struktura wektora Srednich macierze M [Q]KZ(?) i

M K Ejl) nie sa ortogonalne. Zatem parametry a[(QO})Z. ; oraz a[(;])i ; hie moga by¢

wyznaczone niezaleznie.

(1)

]
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3.7. BQUE dla parametrow macierzy kowariancji - cd.

Definiujgc m(mTH) wymiarowe wektory kolumnowe afﬁ = [U[(f])l]] oraz 0'[(% =
[0[2 Jdlai<j=1,...,m; [ =0,1, rbwnania normalne maja nastepujaca
struktur(g

Dla modelu z dowolng struktura wektora $rednich:

0] (
a 0 o r
[1} ® I m(m+1) Ell g E
0 e 2 "[ o )

[ (0)] [.(0)]
b o T
a2 o) & I mim+1) [21 = [21 ) (2)
b ( (
2] 2] 2 O] Tl
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3.7. BQUE dla parametrow macierzy kowariancji - cd.

gdziedlai < j=1,...,m; ap = tr(M[l](Kg»)))Q), ey = tT(M[l](KZ(»;))Q),
ap = tT(M[Q](K )) ) bm = tT(M[Q]K%))K(l)> oraz 0[2] = tT(M[Q](KZ(-;))2>,

() ) (1
natomiast rp; = ﬁ{r{HKU 7‘[1]}, T[Q? 5 5”[ 2]sz r[gﬂ dla I = 0,1 sg
W x 1 wektorami, d;; jest delta Kroneckera oraz r oznacza wektor resi-

duéw, a zatem r = My = (I,um — P)y.
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3.7. BQUE dla parametrow macierzy kowariancji - cd.

Definiujac macierze Cfyjo oraz Cpyj; dla modelu z dowolng strukturg wektora
srednich nastepujaco:

Clap =23 (v =) (0~ 72)
Chp = E::l E:E; (s~ Fa) (U — Ture)

s#s*

inay o — A n
gdZIe Yos = n 4L=r=1 yﬁs‘
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3.7. BQUE dla parametrow macierzy kowariancji - cd.

Definiujac macierze Clg)o oraz C'g); dla modelu z okreslong strukturg wektora
srednich nastepujaco:

u

Crp = Z Zn: (yT,s - ﬁ[z]) (yr,s - [1[2])/7

s=1r=1

Cpp = zu: Eu: 2": (yr,s - ﬁ[z]) <yr,s* - ﬁ[z])l‘
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3.7. BQUE dla parametrow macierzy kowariancji - cd.
Prawe strony réwnan (1) i (2) moga by¢ wyrazone za pomocg Cpyjg, Cpjy oraz

Clao, Cpop 1 wtedy otrzymujemy:

Dla modelu z dowolng struktura wektora $rednich:

ap) 0 Fhjo| _ [Chpo
® I, — .
(l 0 Cm] ) [F[m] lC[m

Dla modelu z okreslona struktura wektora srednich:
apy by Lo _ |Cl20
@I, = .
(lbm Cm] ) [11[2}1] [C 21
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3.7. BQUE dla parametrow macierzy kowariancji - cd.

Rozwigzujac te rownania otrzymujemy nastepujace estymatory dla I'g i I'y:

Dla modelu z dowolng struktura wektora srednich:
1
(n—1)u

1
Chp.
(n— Du(u—1) [

Dla modelu z okreslong struktura wektora $rednich:

f[uo = Co,

f‘[m =

~ (n—1Nu+1 1
Tpo= o "t C
210 (n — 1)nu? 20+ (n — 1)nu? 2L
~ 1 nu— 1
I'yy=—+—C Cop.
2l (n — 1)nu? 20 (n—1)n(u — 1)u? 21
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Twierdzenie. W przypadku obu modeli estymatory p i I' sq zgodne. Co
wiecej, rodzina rozkliadow tych estymatorow jest zupeina.

3.8. Poréwnanie BUE w obu modelach

Poniewaz R(P[Q}) C R(P[l]) WiQC macierze P[l]P[g] = P[Q]Pm = P[Q]. To

oznacza, ze MMy = MM = M. Wartosci oczekiwane &[(10])1.].
1)

0pji; Wyznaczone dla modelu z dowolna struktura wektora $rednich (Mol) sa
nieobcigzone przy prawdziwosci modelu z okreslong struktura wektora $red-
nich (Mo2). Zatem sensownym jest poréwnanie wariancji estymatorow
przy zalozeniu prawdziwosci Mo2.

oraz
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3.8. Por6éwnanie BUE w obu modelach - cd.

Mozna pokazaé, ze roznice wariancji estymatoréw dla obu modeli spetniaja
nieré6wnosci:

0 ~(0
var(a[Q])”) — var(a[(l])ij) <0,

~(1 ~(1
var(a[(z])ij) — var(a[(l])z ) <0

Co oznacza, ze:

~(0
var(a[(Q])ij) -1

~(0) ’
Uar(a[l]ij)

(1
Uar(a[(Q])ij) -1
var (&)



3.8. Por6éwnanie BUE w obu modelach - cd.

Rozwazajac szczegdlny przypadek, w ktorym I'y = I oraz I'y = 0, co oznacza,
ze V =1, dostajemy:

_(0) ~(0) 2(u—1)
var(Gpy;;) — var(dyy;) = "~ (n— Dnu?’
2
~(1) ~(1) \ _
UW("[Q}@‘) - Uar(a[llij) - (n—1)n(u — 1)u?
var(ﬁ[(g])ij) o us 1
var(?f[(lo])ij) nu
1
var(a[(Q])ij) 1
var(ﬁ[(ll])ij) nu



3.8. Por6éwnanie BUE w obu modelach - cd.

Rys. 1. R6znica var(a[(g]) ) —

var(ﬁ[(zl])]) var(am )dlaT, (B).

var (o 1113) dla Ty (A) i réimica
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3.8. Por6éwnanie BUE w obu modelach - cd.

var(g[(g])ij) ~ .. var(g[(;])ij) ~
Rys. 2. Tloraz— 50 dla Ty (A) i iloraz O dla Ty (B).
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3.9. Przyktad z wykorzystaniem rzeczywistych danych

Dane zostaly zaczerpniete z ksiazki Johnsona i Wicherna (2007, s. 43). Anali-
zowanych byto 25 pacjentéow z osteoporozg. Badacz mierzyt zawarto$¢ mine-
raléw w kosciach za pomoca absorpcjometrii fotonowej w celu zbadania czy
suplementy diety spowalniajg utrate masy kostnej u 25 kobiet w podesztym
wieku.

Zawartos¢ mineratéw w kosciach byta mierzona u kazdej z kobiet w trzech
réznych anatomicznie miejscach ciata (m = 3): kosci promieniowej, ramien-
nej i tokciowej jak réwniez po stronie dominujacej i niedominujacej (u = 2).
Wykorzystujac test ilorazu najwigkszej wiarygodnosci ustalono, ze na pozio-

mie istotnosci 5% nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej méwigcej,
ze struktura kowariancji ma posta¢ blokowo-symetryczna (p—value = 0.5786).
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3.9. Przyktad z wykorzystaniem rzeczywistych danych - cd.

Nieobcigzony estymator wektora srednich w modelu z dowolna jego strukturg
jest postaci:

ﬁ[l]:[0.84380 1.79268 0.70440 0.81832 1.73484 0.69384 }

Na bazie otrzymanych wartosci mozna zauwazy¢, ze wektor srednich dla
trzech zmiennych odnoszacych sie do kosci promieniowej, ramiennej i tok-
ciowej jest bardzo zblizony zaréwno dla dominujgcej, jak i niedominujacej
strony; a zatem, 1, ® pu moze by¢ sensownym zalozeniem struktury wekto-
ra $rednich. Innymi stowy, wartosci w wektorze srednich p pozostaja takie
same pomiedzy dominujacg i niedominujacg strong. Nieobciazony estymator
wektora srednich w modelu z okreslong jego struktura jest postaci:

fiy = [ 0.83106 1.76376 0.69912 |
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3.9. Przyktad z wykorzystaniem rzeczywistych danych - cd.

Nieobcigzone estymatory macierzy I'y oraz I'y w modelu z dowolng strukturg
wektora srednich sa postaci:

) [0.01221 0.02172 0.00901 ]
Ty = | 0.02172 0.07492 0.01682 |,
| 0.00901 0.01682 0.01108 |

[0.01038 0.01931 0.00824 ]
Ty = | 0.01931 0.06678 0.01529
| 0.00824 0.01529 0.00807 |
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3.9. Przyktad z wykorzystaniem rzeczywistych danych - cd.

Nieobcigzone estymatory macierzy I'g oraz I'1 w modelu z okreslong strukturg
wektora srednich sa postaci:

B [ 0.01234 0.02204 0.00907 ]
I'i50 = | 0.02204 0.07559 0.01694 |,
| 0.00907 0.01694 0.01105 |

[0.01025 0.01899 0.00819 |
Iy = | 0.01899 0.06610 0.01517
| 0.00819 0.01517 0.00810 |

31



3.9. Przyktad z wykorzystaniem rzeczywistych danych - cd.

Wartos$é¢ sumy kwadratéw reszt dla modelu z dowolna struktura wektora sred-
nich wynosi: SSry;) = 4.7142896, a w przypadku modelu z okreslong struktu-
ra wektora Srednich wartos¢ tej sumy jest réwna: SSrig = 4.7656172. Zatem
stosunek sum kwadratéw reszt w obu modelach to:

SS?“[l]
SST[Q]

= 0.9892296,

co oznacza, ze model z okreslona struktura wektora $rednich wyjadnia nie-
malze 99% modelu z dowolng strukturg wektora $rednich.
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