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Ciag zespolonych zmiennych losowych (x(n)), n € Z, o $redniej 0
nazywamy okresowo skorelowanym o okresie T (T-PC) jesli dla kazdego
nme/Z,

Ri(n,m) = Ex(n)x(m) = R(n+ T,m+ T)

tzn. jesli Ry(n+ r, r) jest T-okresowy wzgledem r,

x(s)  x(t) X(s+T) x(t+T)

T-PC 2 (x(n)) + (x(n) = [x¥(n)]) € T-wymiarowy stacjonarny

ooy x(=1),x(0), x(1), ...y x(T = 1), x(T),...,x2T — 1),x(27), ...

X(0) x(1)
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STRUKTURA: (x(n)) jest T-PC wtedy i tylko wtedy gdy istnieje
przestrzen Hilberta I 2 M,, x € K, i dwa operatory unitarne Ui V w K
takie, ze VT =1, UV = e2™/T VU, i

\|
._.

x(n) = (1/T) ] e 2/ TV,

-,
Il
o

SPEKTRUM:

T-1

27
e /TR (n+r,r)= / e~ (dt)
r=0 0

FUNKCJA WYMIERNA: F(z) = BFRZEERID 7 c ¢

FUNKCJA WYMIERNA ZMIENNEJ t € [0,27): f(t) = F(e), gdzie F(z)
jest funkcja wymierna na C

PRZYKEAD: f(t) = 5t = F(e), F(z) = 2422=1
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DEFINICJA: Méwimy, ze T-PC ciag ma wymierne gestosci jesli V<< dt
i dla kazdego j =0,..., T —1, «%(t) = g/(e'), jest wymierna funkcja
zmiennej t € [0, 27).

ZAGADNIENIE PROGNOZY: Znalez¢ najlepsza liniowa aproksymacje
X(n) zmiennej x(n) znajac x(m), m < n — 1, (tzn. znalez¢ otrogonalna
projekcje X(n) wektora x(n) na My(n—1) =lin{x(m) : m < n—1}).

METODA I (innovation representation): Znalez¢ zbiér wspétczynnikéw
ck(n), k>0, ne Z, taki, ze

x(n) = Z ck(n)€n—«k

k=0

gdzie &, sa nieskorelowane (L) z jednostkowa wariancja, co(n)&, € My(n)
i co(n)én L My(n—1). Ciag (co(n)&n) nazywa sie ciagiem odnowy ciagu
(x(n)) i reprezentuje btedy prognozy.
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METODA II (reprezentacja PARMA): Przedstawi¢ (x(n)) jako jedyne PC
rozwiazanie systemu réwnan réznicowych

7Zaj(n) n—j +Zb gn—jv ao(n)E]'?neZa

takiego, ze kiedy sie go rozwiaza to (bg(n)&,) jest ciagiem odnowy ciagu
(x(n)). Majac reprezentacje PARMA

i
Zaj I‘I—J)—l—Zb gn—J
Jj=1

Pytania:

Q@ Ktore ciagi PC maja reprezentacje PARMA?

@ Obliczy¢ wspétczynniki aj(n), bj(n) znajac funkcje auto-kowariancji
lub spektrum ciagu (x(n))
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PARMA System

SysTEM PARMA

i r

Zaj(n)x(n _./) = bj(n)fnﬂ" nez, (1)

=0 j=0

aj(n), bj(n) € C sa T-okresowe wzgledem n, ap(n) =1, ne Z, &, sa
nieskorelowane z jednostkowa wariancja.

Ciag T-PC (x(n)) jest a.c. PC rozwiazaniem systemu (1) jesli x(n) € Mg
i miara spektralna ciagu (x(n)) jest absolutnie ciagfa.

Jedli ustawimy aj(n) w macierz [A; ... A; Ag] jak nastepuje
N aT(O) e 21(0) 30(0) 0 N 0
[ oo arp() L ax(1) ai(1) ao(1) ... 0
A(1) A(0) ... ;
aT(T—l) ar,l(T—l) ao(T—l)

i zrobimy to samo dla bj(n)’s definiujac [Br ... B Bp], to wtedy (1)
mozna napisa¢ jako VARMA system
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PARMA System

L R
> Ax(n—k)(t) =D Bk, 4 (2)

gdzie x(n) = [x"(n)], x*(n) = x(nT + k), &, = [&4], & = EaT+k

System (2), a wiec réwniez (1), jest kompletnie opisany przez dwie
macierze wielomianowe (A(z), B(z))

Jest dobrze znane i tatwe do pokazania, ze (2) ma a.c. stacjonarne
rozwiazanie iff H(z) = (1/v/27)A(z)"*B(z) nie ma biegunéw kole
jednostkowym Dy = {z € C : |z| = 1} i wtedy gesto$¢ rozwiazania jest
dana przez F(e™t) = H(e)H(e™)*. Zauwazmy ze F jest wymierna.
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PARMA System

FUNKCJA PRzZEJSCIA (TRANSFER FUNCTION)

o Jedli (x(n)) is a.c. stacjonarny i F(e™) jest jego gestoscia to kazda
funkcja maciarzowa H(e™) taka, ze

F(eit) _ H(eit)H(eit)*
jest nazywana funkcja przejscia ciagu stacjonarnego (x(n))
o Jedli (x(n)) is a.c. T-PC and g(e') = (g°(e™),..., g7 1(e™)) jest
jego gestoscia to kazda funkcja wektorowa
h(et) = (h°(e™),...,hT~1(e™)) taka, ze
gj(eit) _ h(eit)h(ei(t+27rj/ T))*
jest nazywana funkcja przejscia ciagu stacjonarnego (x(n))

Zeby odpowiedzie¢ na pytanie 1 i znalez¢ zwiazek miedzy F i g wystarczy
znalez¢ zwiazek miedzy funkcjami przejs¢ PC ciagu (x(n)) i
stowarzyszonego ciagu stacjonarnego (x(n)).
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PARMA System

TWIERDZENIE 0 (MAKAGON AND MIAMEE, 2013) Ponizej hi H
oznaczaja funkcje przejs¢ (x(n)) i (x(n)) i niech g i F beda ich
gestosciami. Oznaczmy z = et i d = e2™/T. Wtedy:

e H— h: h(z) = Z,(T:_Ol zka'(zT),

o h— H: fi(z)=(1/T) Ytz *d " Wh(zd) = hi(27),

H  (z) = hu(2),
° & & FFIHeT) = (1/ T2 S0 S dha g o) (o),
£4(2) = Y3 ST onag ek Fea(aT)

Zauwazmy, ze h jest wymierna iff H jest wymierna.

WNIOSEK: g jest wymierna iff F jest wymierna.
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PARMA System

TWIERDZENIE 1 PARMA system (A(z), B(z)) ma a.c. PC rozwiazanie
(x(n)) iff A(z)~1B(z) nie ma biegunéw na kole jednostkowym D;. W
tym przypadku rozwiazanie jest jedyne i ma wymierne gesto$éi dane przez

gj(eit) _ h(eit)/,l(ei(H»Z'n'j/T))>|<7 e.a. (3)
gdzie h(z) =(1,z,..., 2T " HYH(zT) i H(z) = (1/v27)A(z) "' B(2),

z=e"

DerINICIA: Ciag PC nazywamy PARMA ciagiem jesli jest a.c. PC
rozwiazaniem jakiego$ systemu PARMA.

PyTANIE: Czy kazdy ciag PC z wymiernymi gestosciami jest ciagiem
PARMA?
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PARMA Model

TWIERDZENIE 2 Zatézmy, ze (x(n)) jest T-PC i ma wymierne gestosci.
Wtedy istnieje PARMA system (A(z), B(z)) taki, ze:

© wszystkie zera A(z) leza poza domknietym dyskiem
D§12{2601|Z|§1}

@ wszystkie zera B(z) leza poza otwartym dyskiem
Doy={zeC:|z| <1}

@ macierze wielomianowe A(z) and B(z) sa lewostronnie wzglednie
pierwsze (tzn. ich jedyne lewostronne macierzowe podzielniki
wielomianowe to macierze o stalym wyznaczniku),

Q (x(n)) jest jedynym T-PC rozwiazaniem systemu (A(z), B(z2)).

DEeFINICIA: System PARMA spelniajacy 1-4 nazywamy modelem
PARMA ciagu dla (x(n)).

Dowdd jest konstruktywny, tak ze odpowiada on na pytanie 2.
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PARMA Model

KONSTRUKCJA: Zatézmy, ze (x(n)) jest T-PC i ma wymierne gestosci
g/(e™). Oznaczmy z = et i d = e>™/T

@ Z Twierdzenia 0 znajdujemy gesto$c stowarzyszonego ciagu
stacjonarnego (x(n)),
Fik(zT) = (1/T?)zk Z:;ol Z;;ol dka—ip g{a=p) (zdP),

@ Piszemy F(e) = H(e)H(e')*, gdzie H(z) jest wymierna, nie ma
biegunéw w D<; i nie ma zer w D1 (Rozanow, Hannan)

© Znajdujemy lewostronnie wzglednie pierwsze macierze wielomianowe
Ao(z), Bo(z) takie, ze H(z) = (1/v/27)Ao(z)"1By(z) (Kaczorek)

© Znajdujemy odwracalna macierz skalarna S i skalarna macierz
unitarna U takie, ze SA(0) jest macierza dolnie tréjkatna z
jedynkami na przekatnej i macierz SBy(0)Q jest dolnie tréjkatna, i
definiujemy A(z) = SA¢(z), B(z) = SBy(2)Q

PARMA system (A(z), B(z)) jest PARMA modelem dla (x(n)).
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PARMA Model

PyTANIE: Czy kazdy PARMA model jest PARMA reprezentacja ciagu
(x(n)), tzn. czy dla kazdego modelu (bo(n)&,) jest ciagiem odnowy ciagu
(x(n))? Moja odpowiedz jest chyba tak.

TWIERDZENIE 3 Zatézmy, ze (A(z), B(z)) jest modelem PARMA dla
T-PC ciagu (x(n)) i niech g/ beda jego wymiernymi gestodicmi. Jesli
(a) det B(z) nie jest identyczne zero (miniphase assumption), lub

(b) wyznacznik funkcji macierzowej G(e't) = [G/**(e')], gdzie

Gj’k(eit) — g<k7j)(ei(t+27rj/T))
jest prawie wszedzie rézny od zera, to wtedy (A(z), B(z)) jest
reprezentacja PARMA ciagu (x(n)) i (x(n)) jest full rank.

UWAGA: Poniewaz H(z) = (1/v27)A(z) "1 B(z) dla wielu par
(A(2), B(2)), ten sam ciag (x(n)) dopuszcza wiele reprezentacji PARMA
(nawet jesli zatozymy tzw. invertibility).

ZASTOSOWANIE: Szeregi czasowe (w przygotowaniu z Dr. Anna Dudek).

DZIEKUJE ZA UWAGE
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PARMA Model
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