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Akademia
Wypukty porzadek Tenicano fumniycn Bri

e Fx(z) = P(X <x) (x € R) jest dystrybuantg zmiennej losowej X : @ — R,
e ux jest rozkladem odpowiadajacym X.

| \

IDISIGE)
Dla z. 1. X,Y, méwimy, ze z. 1. X jest zdominowana przez Y w sensie
stochastycznego wypuktego uporzgdkowania , gdy

Ef(X) <Ef(Y) (1)

dla wszystkich funkcji wypuklych f: R — R (dla ktérych powyzsze wartosci
oczekiwane sg skoniczone). Piszemy

XgCQ?Y

FX gchY-
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Lemat Ohlina

w Bielsku-Biatej

3

At

Lemat (Ohlin (1969)

Niech

e XY - zmienne losowe, takie ze
EX = EY,

e dla pewnego ty zachodzi

Fx (t) < Fy(t) dla t < to,
Fx (t) = Fy(t) dla t > tg.
Wtedy
X gcm }/7
czyli

Ef(X) <Ef(Y)
dla wszystkich funkcji wypuktych f: R — R.
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Hermite-Hadamard inequality e Py
w Bielsku-Biatej TH

e X ~dsty, Y — uniformly distributed on [z, ]
2

e EX=EY = Z}¥
e The cumulative distribution functions cross exactly once.
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e By Ohlin’s Lemma E f(X) < E f(Y) for any continuous convex f : Z — R.

e This means that y
Tty 1 /
< t) dt.
() — [
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Hermite-Hadamard inequality reamamo s | ]

w Bielsku-Biatej ATH

e X — uniformly distributed on [z,y], Y ~ 16,4 34,
e EX =EY = Z¥

e The cumulative distribution functions cross exactly once.
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e By Ohlin’s Lemma E f(X) < E f(Y) for any continuous convex f :Z — R.
e This means that
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Problem Ioana Ragy SN el P

wBielsku Biale ATH

wielomiany Bernsteina stopnia n =1,2, ...

Czy prawdziwa jest nieréwnoscé

- i+ & i+
Mz_obn,@-mbn,j(y)f( 1)< §i§:;0(bn,i(x)bn,j<x>+bn,i(y>bn,j<y>)f( 1)

dla wszystkich funkeji f € C([0,1]) i z,y € [0,1].

[@ Ioan Rasa, Report of meeting, Conference on Ulam’s Type Stability, Rytro,
Poland, June 2-6, 2014. Ann. Univ. Paedagog. Crac. Stud. Math., 13:139-169,
2014.
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Problem loana Rasy Techiceno Huminiopens

w B elsku B iatej

ATH

X Z bnz n 57«+J

1,j=0
Y ~ % Z <bn,i($)bn,j(x) + bmi(y)b”’j(y))&%

i,j=0
n i+

Ef(X)= bn,i T bn,'

10 = 3 btemnf (57)

E f(Y) _% Z (bm(m)b (@) 4+ by i (Y) b ( ))f (l;;j)

i,j=0

¢ (2) mozna zapisaé jako:
Ef(X) <Ef(Y).
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Numerical experiments e Py

w Bielsku-Biatej
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Numerical experiments
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Numerical experiments
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Numerical experiments
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Numerical experiments e Py

w Bielsku-Biatej
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Numerical experiments e Py

w Bielsku-Biatej

n=100, z=06, y=08 EX=EY =0.7

1.2 T T T T

0.6 -

04

0 Il Il
0 0.2 04 0.6 0.8 1

T. Rajba O zastosowaniu wypuklych porzadkéw stochastycznych 13/23



w Bielsku-Biatej

Numerical experiments — conclusion Techico-Hummn Brﬁ

W kazdym powyzszym przypadku
e EX=EY =%}¥
e Dystrybuanty F'x, Fy przecinaja sie dokladnie raz.

Zalozenia lematu Ohlina sa spetnione.

Co w ogdlnym przypadku?
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Dwumianowa wypukta nieré6wnos$¢ koncen- P
tracyjna (Hoeffding(1963), Klein (2003)) e |ATH

e B(p) — rozklad Bernouliego, p - prawd. sukcesu

e B(n,p) — rozklad dwumianowy, n - liczba préb, p - prawd. sukcesu

Twierdzenie3, (Hoeffding(1963), Klein (2003))

Niech
e p;e(0,1),b;~B(p;),i=1,...,n-nzl,
* Sp=bi+- - +by,

PL+ -+ Dn

e S' ~ B(n,p), gdzie p = -

Wtedy 6 < o
n >cr Pn-

[d Thierry Klein, Inégalités de concentration, martingales et arbres aléatoires.
Thése, Université de Versailles-Saint-Quentin, 2003 (Proposition 1, p. 67).
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Rozwiazanie problemu Ragy — idea e Bri

Y
w Bielsku-Biatej

e Problem Rasy. Trzeba udowodnié¢ nieréwnosé

an bri ()b (y) f <Z ;;l J > < é znj (i (2)bn 3 (%) + b s ()b (0) ) £ (Z;;])

i,j=0 4,7=0

dla wszystkich wypuklych funkeji f € C([0,1]) i 2,y € [0, 1].

e Réwnowaznie

Y bt ()

k=0 i+j=k
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1 3 o Akademia
Rozwiazanie problemu Ragy — idea remaro ST Bri

lub réwnowaznie

= (Fa) <l (Pa) 2 (e ))

lub )
FX+Y Sex = |:FX1+X2 +FY1+Y2:| ,

[\

gdzie
e Xy, Xo - niezalezne zmienne losowe (n.z.l.), ¥1,Ys - n.zl.,, X,V - n.zl.,.
e 0<z<y<l1l-X X1,Xo~B(n,x),Y,Y1,Ys ~ B(n,y),
c0=z<y<l-X,X1,Xsn~0d,Y,Y1,Ys~ B(ny),
c0<z<y=1-X,X1,Xs~ B(n,z),Y,Y1,Ys ~ on,
ez =0,y=1-X,X1,Xo~ 0, Y,Y1,Ys ~ 6.
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Rozwigzanie problemu Ragy — idea

Akademia

Techniczno-Humanistyczna A
w Bielsku-Biatej TH

Twierdzenie 1

Niech

z,y € (0,1), n €N,

X, X1, X9 ~ B(n,x),

Y, Y1, Y2 ~ B(n,y),

X,Y - niezalezne zmienne losowe (n.z.1.),
Xl,X2 = Il.Z.l.,

Y1,Ys - nzl,

Wtedy

N —

FX+Y <cx

(FX1+X2 + FY1+Y2) C

T. Rajba

O zastosowaniu wypuktych porzadkéw stochastycznych

18/23



Rozwiazanie problemu Ragy — idea T umsncns | A

w Bielsku-Biatej

3

Twierdzenie 1 wynika z nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 2

Niech
e z,y€(0,1),n €N,
e X, X1, X9~ B(n,z),Y,Y1,Ya ~ B(n,y),
e X,Y -nzl, X{,X5-nzl, Y, Y -nzl,
o 53, ~ B(2n, ””"2”/)

Wtedy

1
Fxiy <cx Fsj <ca §(FX1+X2 + Fyi+vs) s

W dowodzie Twierdzenia 2 wykorzystujemy dwumianowa wypukla
nieré6wnosé¢ koncentracyjng (Hoeffding(1963), Klein (2003)) i Lemat Ohlina
(1969)
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1 3 o ademia
Rozwiazanie problemu Ragy — idea Tecmicno umanayan Brﬁ

w Bielsku-Biatej

Nieréwnosé

1
Fxiy Seo 5(Fxiexe + Frims) -

moze by¢ fatszywa, jesli X, Y nie maja rozkladu dwumianowego.

Przyktad
Jezeli px = §(61 4 63), py = 5(do + 64), to

(FX1+X2 + FY1+Y2) :

N =

FX+Y f(cx

v

[§ Jacek Mrowiec, Teresa Rajba, Szymon Wasowicz, A solution to the problem of
Raga connected with Bernstein polynomials,
https://arxiv.org/abs/1604.07381, J. Math. Anal. Appl. (accepted)
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Wypukty porzadek - przypadek ogdlny

Akademia

Techniczno-Humanistyczna A
w Bielsku-Biatej TH

Twierdzenie

Niech m,n e N, m > 2, x1,...

(1) Xay,--

X(l) ~ B(n, :Ei),

(11) X(i),l’ e aX(i),m (’L = 1, S

, T € (0,1). Zalézmy, ze

-» X (m) sa zmiennymi losowymi niezaleznymi takimi ze

t=1,...,n

,n) - n.z.l., takie ze

X@y,; ~ B(n,z;), j=1,....,m.
Wtedy
1
FX(1)+...+X(m) <cm E [FX(l),1+”'+X(1)’m + .-+ FX(m),l+"'+X(m),m] .
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Akademia

Uogoélnienie problemu Rasy —rr Y

w Bielsku-Biatej

4

Twierdzenie

Niech m,n € N, m > 2, x1,..., 2, € (0,1). Wtedy

n

Z (bn,il (CUI) co bn,im (xl) SFoooF bn,il (mm) e bn,im (xm)

140 yim=0

>0 (4)

= Mbn iy (1) - - b (Tm)) f <u>

mn

dla wszystkich wypuklych funkeji f € C([0,1]) i wszystkich 21, ...,z € [0,1].

W dowodzie (4): zauwazamy, ze (4) jest rtéwnowazny nastepujacym
nieréwnosciom:
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Uogdlnienie problemu Ragy i 8 Bri
X+ + Xom

Ef (_<1> — >)

1 X, 4+ 4+ Xy m X1+ 4+ Xim)m
<—[Ef( .1 W, >+...+Ef< (m) 1 (m), )}
m mn mn
1
Fxgyr-+Xm Sev — [Fxgat-tXgm +** + FXm 1t Xmym | »

° X(1)7 - ,X(m) -n.zl.

* X1 X@ym (E=1,...,m) - n.zl.

* Xy, X(iy,15 -+ Xi)m ~ B(n, ), gdy x; € (0,1),

® UXy =MHXa, = = HBXg.. =00, gdyz;=0,

O :LLX(i) = ,LLX“)J == 'LLX(i),m - 6n, gdy T, = 1.
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