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Rozwazmy dwa inercyjne uktady odniesienia Ui U'. Niech v
oznacza predko$¢ uktadu U’ wzgledem uktadu U. Wéwczas

tu = a(v)ty + b(v)xy:;
Xy = c(V)ty +d(v)xy.
Innymi stowu otrzymujemy
ZU = M(V)ZZ/—H

gdzie M : A — GL»(R) jest funkcja macierzowa, okreslong na
przedziale A, Zy = (ty, xy) a Zy = (tyr, xur).
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W 1985 r. w bibliotece Delty ukazata sie ksigzka pt.
Szczegolna teoria wzglednosci autorstwa prof. Andrzeja
Szymachy [8]. Za Autorem bedziemy méwi¢ o dodawaniu
predkosci. Przypusémy, ze u i v sg predkosciami z przedziatu
A. Wowczas sumg obu predkosci nazwiemy wynik dziatania @,
o ktérym zaktadamy, ze jest przemienne, ale niekoniecznie
wewnetrzne, tzn. nie wymagamy a priori, ze

uaevea .
Rozwazmy nastepujgce réwnanie warunkowe

ueveh= MuMV)=Muav). (1)
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Roéwnanie (1) implikuje, ze
a(u)a(v) + b(u)e(v) = a(u @ v) ()
a(u)b(v) + b(u)d(v) = b(u @ v)
c(u)a(v) + d(u)e(v) = c(u e v) 3)
c(u)b(v) +d(u)d(v) =d(ue v)

jeslivaveA.
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Przemiennos$¢ @ wraz z (2) dajg
b(u)e(v) = c(u)b(v)
dla wszystkich takich u,v € A, ze u® v € A. Zatem ¢ =0 lub
b(u) = Be(u)

dla pewnej statej 5 € R i wszelkich u € A.
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Analogicznie, przemiennos¢ & oraz (3) daja
a(u)e(v) + c(u)d(v) = a(v)c(u) + c(v)d(u)

czyli
(a(u) — d(u)) c(v) = (a(v) — d(v)) c(u),

dla wszystkich takich u,v € A, ze u ® v € A. Zatem znowu
mamy alternatywe: ¢ = 0 lub istnieje taka liczba o € R, ze

d(u) = a(u) + ac(u).

dla wszystkich u € A.
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Przypadek ¢ = 0. Mamy

alwa(v) =alua v)
b(v)a(v) + d(u)b(v) = b(u® v)
d(u)d(v) =d(uav),
i jesli b # 0, mozemy wyliczy¢ d przy pomocy ai b. Otrzymamy
wéwczas rowniez ¢ = 0b.
Wobec tego wystarczy zajgc sie dwoma nastepujgcymi
sytuacjami:
19b=c=0
2° ¢ #£0.
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Przypadek 1° pocigga

alwa(v) =alua v)
{ d(u)d(v) = d(ue v),

i nie bedziemy sie nim w niniejszym odczycie zajmowac.
Przypadek 2° prowadzi do nastepujgcego uktadu:

{ a(u)a(v) + pe(u)e(v) = a(u @ v)

a(u)e(v) + c(w)a(v) + ac(u)e(v) = cumv), X

jeSliueveA.
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Niekiedy wyliczenie u @ v jest tatwe. Na przyktad przypusémy,
ze a(u) #0, ue A,ic(u) =ua(u), ue A. Wtedy

a(u)a(v) (1 + guv) =a(ua v)
{ alu)a(v)(u+v+auv)=(uav)aluav),

skad (poniewaz a(u) # 0, u € A)

u—+v+auv

udv=
@ 14 Suv

jeslitylko u® v € A. Oczywiscie widaé, ze 1 + Suv # 0 dla
kazdych takich u,v € A, ze u® v € A (w przeciwnym
przypadku mielibySmy a(u & v) = 0, wbrew naszemu
zatozeniu).
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Z drugiej strony, przypusémy, ze c jest roznowartosciowe, i
ponownie rozwazmy uktad (4). Potézmy
f:=aoc™':c¢(A) — R.Oznaczmy x := c(u), y := c(v).
Otrzymujemy z uktadu (4) nastepujace rownanie

FIf(x)y + f(y)x + axy] = f(x)f(y) + Bxy, X,y € ¢(D).  (5)

Podstawiajac ¢(x) := f(x) + & przeksztatcamy (5) w
2

042
P Ixey) + o] = o0 + (G +5) . x.y € o)
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Wprowadzajac oznaczenie K := %2 + 3, otrzymamy stad

e [xp(y) + ye(x)] = p(x)p(y) + Kxy, x,y € ¢(A).  (6)

Ostatecznie, dla x := c(u), y := c(v), dostajemy z uktadu (4)
réwnanie

uov =c T (x)ac ' (y) = ¢ (A(x, ¥)) = ¢~ (Au(c(u), C(V)()7))~
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Réwnanie funkcyjne (6) byto rozwazane przez wielu autorow.
Wspomnijmy tutaj np. P. Volkmanna i H. Weigela [9], N.
Brillouet i J. Dhombresa [3]. Rownanie to, do pewnego stopnia,
jest zwigzane z réwnaniem tgcznosci (zob. J. Aczél [1], réwniez
R. Craigen, Zs. Péles [4]). Ponadto rownanie to ma wiele
wspdlnego ze znanym rownaniem funkcyjnym Abela, ktore
Hilbert wymienit w swoim Pigtym Problemie. W pracy ([6])
zajmowalismy sie doktadnie takg samg sytuacja. Omawialismy
tam tzw. warunkowa tgczno$¢, ktéra prowadzita do réwnania

(6).
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W pracy [6] dowiedlismy twierdzenia o postaci ogélnego
ciagtego rozwigzania rownania (6). Nie przedstawimy tu catego
twierdzenia, sktada sie ono z 13—14 mozliwych przypadkow, a
kazdemu z nich towarzyszy tzw. przypadek sprzezony. Liczbe
przypadkéw mozna ograniczy¢ do 5, jesli zatozymy, ze

»(0) = 1. Zauwazmy, ze jest to naturalne zatozenie w
rozwazanej przez nas sytuacji: poniewaz oczywiscie M(0) = /,
to a(0) =1, ¢(0) = 0, a stad f(0) = ©(0) = 1. Okresimy funkcje
A, A x A — Rwzorem A,(x,y) = xo(y) + ye(x), X,y € A.

Maciej Sablik Predkos¢ swiatta



Twierdzenie 1 [M. S., Proposition 1 w [6]]

Niech I C R bedzie przedziatem zawierajgcym 0 i niech

¢ : I — R bedzie taka funkcja ciagta, ze (0) = 1. Wéwczas

A, jest lokalnie tgczna wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ ma jedng z

nastepujgcych postaci (podajemy tu dwie sposréd nich,

pomijajac trzy pozostate):

(S1) ¢(x) =1+ Ax dla x € /, gdzie / jest dowolnym
przedziatem, a A € R jest dowolng stata,

(Ss) )
X xel\ {0},
X) = I 1(X)

#x) { 10, x =0,
gdzie A # 0 jest pewnq sta’rau ar: Ry — R jest funkcja

dang wzorem ry(u) = daue Ry=(-1,1).

Przedziat / jest zawarty w ro(( 1, 1)
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W przypadku (Sq) mamy A,(x,y) = x +y + 2Axy, x,y € R,.
Biorac a(u) =1, i c(u) = u, u € Ry, otrzymamy

¢~ 1(x) = x, x € R. Zatem, biorgc x := c(u), y := c(v),
otrzymamy (por. (7))

udv=A,(uv)=u+v+2Auv,

czyli, dla A = 0, po prostu dodawanie predkosci na sposéb
stosowany przez Galileusza.
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W przypadku (S5) mamy

@(X)_{ ﬁ, x € '\ {0},

1, x =0,

9

Ax

v/ 1+(Ax)?

lub, poniewaz ry ' (x) =

Oznaczmy C := A2. Wowczas

As(x,y) =x\/1+Cy?+yV1+Cx? x,y €l
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Potézmy a(u) := ———, c(u) == —~—. Stosujac znowu(7)

Vi-cuw?’ Vi-C

otrzymujemy
vov=_YtvV
1+ Cuv’

czyli sumowanie predkosci w sensie Einsteina.
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Inne podejscie

B W. Benz, A characterization of relativistic addition. Abh.
Math. Sem. Univ. Hamburg 70 (2000), 251-258.

Niech X bedzie przestrzenig unitarng z iloczynem skalarnym

d: X x X — R, przy czym §(x, y) =: xy. W szczeg6lnosci

x? >0, 0 # x € X. Zaktadamy, ze dimX > 1.

Pot6zmy

Vi={xeX:x2<1}.

oraz okresimy dziatanie = : V x V — X wzorem

p+q 1 (Pq)p — P°q
* Qg = + 8
S 1+/1-p2 14+pq ®

dlap,ge V.
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Poniewaz

—pq <[ pq |< \/;?\/?< 1,

mamy 1 + pg > 0 dla p, g € V. Ponadto
pxqeV,
gdyz mozna sprawdzi¢, ze

o_,_ (=p)(1-0)
(1+ pg)?

0<(px*q) < 1.

Maciej Sablik Predkos¢ swiatta



Jesli przyjmiemy, ze predkos¢ swiatta wynosi 1, to wzér (8)
definiuje prawo relatywistycznego dodawania predkosci w
przypadku gdy dimX = 3.

Zauwazmy, ze

p+q

1+ pq

zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy pi g sg liniowo zalezne. W
szczeg6Inosci (9) przedstawia dodawanie relatywistyczne, gdy
dimX = 1, przy czym wdwoczas zwykte mnozenie xy petni role
iloczynu skalarnego, x, y € R.

prq= (9)
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Dal punktéw p, g € V okreslamy oddzielenie S(p, q)
nastepujaco:

1—pq

VIi-pPV1-¢

S(p,q) =
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Problem 1.

Wyznaczy¢ wszystkie rozwigzania f : V x V — V réwnania

S(p,q) = S(f(x,p), f(x,q)), (11)

ktére zachodzi dla wszelkich x, p, g € V. Zauwazmy, ze w
szczegoblnosci funkcja dana wzorem

flp,q) =p=*q (12)

dla p, g € V jest rozwigzaniem. Wiecej, jesli ¢ : V — V jest
dowolng funkcjg, to réwniez funkcja

f(p,q) = ¥(p) * q

dla p, g € V jest rozwigzaniem (11).
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Problem 2.

Podac¢ zatozenia, mozliwie stabe, pod ktérymi f dane wzorem
(12) bedzie jedynym rozwigzaniem (11).

Najpierw podamy rozwigzania obu probleméw w przypadku,
gdy dimX = 1 (wowczas V = (—1,1)).
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Twierdzenie 2 [W.Benz, Proposition 1 w [2]]

Wszystkie rozwigzania rownania (11) sg dane wzorami

_ ¥(p)+q

D= e

o pq) - P)Ea
PO e

z dowolng funkcjg ¢ : V — V.
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Twierdzenie 3 [W.Benz, Proposition 2 w [2]]

Rozwigzanie f : V x V — V réwnania (11) jest postaci (9)
wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sg nastepujace warunki

(i) Apev f(p,0) = p,
(i) Vpev f(p,p) # 0.
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Teraz zat6zmy, ze dimX > 2. Odwzorowanie Weierstrassa
u: V — X, dane wzorem

N
jest bijekcjg. Mamy nastepujgce

Twierdzenie 4 [W.Benz, Theorem 2 w [2]]

Rozwigzanie f : V x V — V réwnania (11) jest postaci (12)
wtedy i tylko wtedy, gdy spetnione sg nastepujace warunki

() Apev I f(P,0) =l P |,
(i) Apgev i (f(p.q)) — 1(q) € (0,00)p.
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