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(Q, F,(Ft), P) przestrzen probabilistyczna

U ciaggta nierosngca funkcja (uzytecznosci) na Ry := [0, )
(s;), (St) para (F;) adaptowalnych cadlag procesow takich, ze
s; < 8, dlate |0, T].

Para (x, y) € R?; x - rachunek bankowy, y - ilo$¢ akcji,
przyjmujemy, ze obie wartosci sa zawsze nieujemne
Dopuszczalne ruchy: zakup / akcji, sprzedaz m akcji

A(x,y,s,8) = {(l,m) €R2:x+ms—I15>0,y —m+1>0
(1)
and A(x, y, s;, St) oznaczajg F; mierzalne zmienne (/,m) o
wartosciach w A(x, y, S;, St).
Cel zmaksymalizowa¢ E [U(xT + y157)] (Prace wspéine z dr T.
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Vo(x,y,8,8) == U(x +yts)

Vi(x,y, 8,8, t) ==

eSSSUP(j, mye Aq(x.y.s,5) E [Vo(X + ms; — ISty — m+1,s7,57)|F{]
Vi(x,y,t) .= esssupi<.<TE [Vi(x,y.S,.5:,7)|Fi]
\72(x,y,§t,§t, t) =

eSSSUP(1,m)c.Ay(x,y.5,5) V1(X + MS; — IS,y — m+1,1)

Va(x,y, t) := esssupi<,<7E [Va(x,y.s,.5:,7)|F] ...

Vi(x,y, 8,81, t) =

eSSSUP(1,myc As(x,y.5,,5) Vr—1 (X + MS; — ISty —m + 1. 1)

Vf(xay7 t) = eSSSUptgrgTE [Vf(xvy7§7—7§TaT)‘Ft] (2)
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Zatozenie (A1): Dla kazdego (x,y) € R2, n=1,...,ri
t € [0, T] mamy

E [ sup  Va(x,y, 5,51, t)] < 0 3)
te[0,TINQ

gdzie Q liczby wymierne.

Twierdzenie 1. Przy (A1) istnieje N C Q taki, ze P(N) =0idla
w € Q\ N istniejg wersje funkcji losowych \7n(x,y,§,,§t, t)i
Va(x,y,t),dlane {1,...,r} ktére sa ciggte ze wzgledu na
(x,y) € R2, jednostajnie wzgledem t € [0, T] dla (x, y) ze
zbioréw zwartych i dla kazdego (x, y) € R? sa cadlag
wzgledem t € [0, T] a ponadto spetniajg uktad réwnan
Bellmana (2), P prawie wszedzie.

tukasz Stettner Analiza portfelowa w czasie ciagtym dla ogélnych cen zakupu i si



sup JX,y((Tiv(/ivmi))) = Vi(x,y,0) (4)
(7ix(1',m")

Dla danego (x, y) € R2 i< > 0 istnieje ¢ optymalna strategia
inwestycyjna (7, (I', m')) dana przez

T = inf{t >0: Ve(x,y,t) < \7,(x,y,§,,§t, )+ %},
(M, m"y:=(I",m") € A, (x,y.5,,,5x),

Y < A M= A1 A
Vi(X, ¥, 8., 8r,m1) = Via(x+m's, —I'S;,y —m + 1", 1),

. O — &
Tit1 = Inf{tZT/: Vf*f(XT,')yT,'vt) S VI’*I'(XT,'7yT,‘7§tast7 t)+;})
(/I+17ml+1) = (/I+1vml+1) € AT/+1 (XTi7yTi7§T,-+17§Ti+1)7

()
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VI‘—I'(XT,'7.yT[7§7-,-+1 ) ST/+1 ) Ti+1) =

Aqi+1 Ji+1a Aqi+1 Ji+1
‘/I‘—I'—‘I(X’T','—i_n‘)+ §7—,-+1 —1 ST,'+17yT,'_m +l 7Tf+1)

VO(XTr7yTr7§T7§T7 T) = U(X _'_ yTr§T)7 (6)

gdziedlai=0,1,...,r—1, x

_ Aqi+1 _Ji+1a ;
Tig1 XT,' +m §’T,'+1 / s7'i+1 I
Yrige = Yn — AR
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Stwierdzenie 1. Zatézmy, ze istnieje N C Q, P(N) = 0 taki, ze
dlawe Q\Ni(x,y) € R2, V(x,y, t)(w) jest procesem cadlag
adaptowalnym do (F;) takim, ze (x, y) — V(x, y, t) jest ciggte
jednostajnie wzgledem t, dla (x, y) ze zwartych podzbioréw R2
oraz E[supcpo, 1| V(X,y, t)|] < co. Wtedy dlaw € Q\ N,

P(N) = 0 istnieje proces cadlag (V(x,y,t))(w), adaptowalny
do (Fy) taki, ze (x,y) — V(x,y,t) jest ciagte jednostajnie
wzgledem t dla (x, y) ze zwartych podzbioréw R? i

V(Xa Y, t) = eSSSUptgrgTE [\_/()(7 Y, T)‘Ft] (7)

P p.p..
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h metryka Hausdorffa zdefiniowana na H(R?) (zwarte
podzbiory Ri) w nastepujacy sposob

h(A, B) := max{d(A, B),d(B, A)}

z d(A,B) :=sup{dist(a,B) : ac A} i
dist(x, A) := inf{dist(x, a) : a € A}. Wiadomo, ze (H(R%), h)
jest zupetna przestrzenig metryczng
Lemat 1. Niech (x», yn, S, Sn) bedzie ciggiem wektorow z Fx’i
takim, ze s,, < s, ktore zbiegaja do (x, y, s,S), gdzie s < S.
Wtedy

h(A(x, y, s, ), A(Xn, ¥n; Sn, Sn)) =250, (8)
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Lemat 2. Zat6zmy, ze r{"(x, y) jest rodzing o cadlag
trajektoriach zalezng od (x,y) € RZ im=1,2...tzn.dla
kazdego m odwzorowanie [0, T] > t — r{"(x, y) jest cadlag i
ponadto dla kazdego m = 1,2, ... odwzorowanie

R2 > (x,y) — r{"(x,y) jest ciagte, jednostajnie wzgledem ¢
przy (x,y) ze zwartych podzbioréw R2 . Jezeli dla kazdego
zwartego zbioru K C R? istnieje ry(x, y) dla (x,y) € KN Q% i
t € [0, T] N Q takie, ze

SUPte(0,TIn@ SUP(x.y)eknae I (X, ¥) — r(X, y)| — 0 gdy m — oc,
to wtedy ri(x; ¥) := Mo 711031,11,020R2 5 (xm.yn)— (x.y) o (X ¥)
zdefiniowane dla kazdego (x, y) € R? jest takie, ze
odwzorowanie [0, T] 5 t — ri(x, y) jest cadlag i odwzorowanie
R2 > (x,y) — r(x,y) jest ciagte, jednostajnie wzgledem ¢ dla
(x,y) ze zwartych podzbioréw R2. Ponadto ri(x, y) nie zalezy
od ciagow t, | ti (xn, ¥n) — (X, ¥).
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- czy przy takim poziomie ogélnosci ma sens uktad réwnan
Bellmana? (tak) co to znaczy? poza zbiorem miary zero istniejg
modyfikacje, ktore spetniajg te réwnania

- jesli wprowadzimy dodatkowo state koszty za transakcje to
czy problem ma rozwigzanie bez ograniczenia na liczbe
transakcji (bedzie ona skonczona ale losowa), (tak)

- jak w praktyce rozwigzaé ten problem? (jest problem)

- model z czasem dyskretnym (bez statych kosztow): nie ma
optymalnego stopowania, mamy indukcje wstecz i kolejne
iteracje dajg nam funkcje wkleste; wyznaczenie optymalne;j
strategii sprowadza sie do znalezienia odpowiednich dwéch
punktéw (przewaznie jednego na linii kupna lub sprzedazy)
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X

linia zakupu: odcinek AB brak transakcji, powyzej A sprzedaz,
ponizej B zakup do punktu B; podobnie mamy na linii
sprzedazy
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c state koszty za transakcje

maksymalizujemy funkcje w(x, y) ktéra jest rosngca po
wspétrzednych

funkcja w osigga swe maksimum na prostej przechodzacej
przez (x — ¢, y) w punkcie Y. Porownujemy wartosci w(x, y) i
w(Y).

Jezeli w(x, y) > w(Y) to punkt (x, y) nalezy do NT;

jezeli w(x,y) < w(Y) to punkt (x, y) to nalezy dojs¢
(sprzedajac lub kupujac akcje) do punktu Y i w zaleznosci od
tego (x, y) jest w strefie sprzedazy lub zakupu.

Zauwazmy, ze nawet gdy w jest wklesta ze wzgledu na (x, y) to
w(x,y) = max{w(x,y),w(Y)} nie jest funkcja wklesta.
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mamy ponownie funkcje w(x, y) rosnaca ze wzgledu na
wspétrzedne

punkt Y oznacza supremum w na linii zakupu od punktu

(x —c,y) wlewo (Y zalezy od (x, y))

punkt Z oznacza supremum w na linii sprzedazy od punktu
(x —c,y) w prawo (Z zalezy od (x, y))

poréwnujemy trzy wartosci w(x, y), w(Y) i w(Z) obliczajac
w(x,y) = max{w(x,y),w(Y),w(Z)}. Jezeli w(Y) jest
najwieksze to (x, y) nalezy do strefy sprzedazy i nalezy
sprzedac akcje by dojs¢ do Y. Jezeli w(Z) jest najwieksze to
(x, y) nalezy do strefy zakupu i nalezy kupi¢ akcje by doj$¢ do
Z.

Jezeli w(x, y) = w(x, y) to (x, y) nalezy do strefy braku
transakcji (NT).
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Vo(X,y.8,8) :== U(x + ys)

Vi(x,y, s, 8¢, t) ==
max {eSSSUP(/,m)eA,(x,y,g,,g,)E [Vo(x + ms; — IS — c,
y—m+1,sr,87)|F], E[Vo(x,y.s7,57)|F]}

Vi(x,y,t) .= esssupi<.<TE [Vi(x,y.s,,5;,7)|Fi]
Vo(x,y, 8, 8¢, 1) ==

Max 4 eSSSUP(;,m)cAq(x.y.s,,5) V1 (Xx+ms;—1Isg—c,y —m+1.t),
Vi (X7 Y t)}

Va(x,y, t) := esssupi<.<7E [Va(x,y.s,.5:,7)|F] ...

Vi(x,y, 8,51, t) ==

Max § eSSSUP(;,m)cAy(x,y.s,5) Vr—1 (X + MS; — ISt — ¢,y —m+1,1),

Vr—1 (Xay7 t)} _
Vi(x,y,t) := esssupi<,<TE [Vi(X, V.S, 5, 7)|Fi]
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W(X Y, ) =
esssup, i.m, [X + X (mis, — Is,,) + (v — £i(h — my)) 7]
dla strategii dopuszczalnych przy kosztach proporcjonalnych
We(x,y,t) = esssup;, ;. m, [X +22 (ml — lis,, — ct m,»;é00rl,7£0)
+(y = Silh — my)) s7]
dla strategii dopuszczalnych przy kosztach statych i
proporcjonalnych
Zatozenie Dla kazdego zwartego K c (R*)? istnieje p > 1
takie, ze

E[ZP(K)] <

gdzie

€SSSUP;c(0, T1€SSSUP(x y)ek W(X, ¥, t) := Z(K) < o0

Wtedy ‘_/r(X7.y7§t7§t7 t) T ‘_/(Xaya§t7§ta t) [ Vf(Xv.ya t) T V(X7y7 t),
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V(x,y,8.8:t) =

max {GSSSUP(/,m)eA,(x,y,gt,é,) V(x+ms;,—Isi—c,y —m+11),
V(x,y,)}

V(x,y,t) := esssupi<,<TE [V(x,y,s.. 8, 7)|Fi]

gdzie V(x, y,t) to optymalna warto$¢ funkcjonatu przy pozyciji
(x,y) w chwili t z koncowym terminem T.

Funkcje Vi V sg ciggte jednostajnie wzgledem t przy (x, y) ze
zbioru zwartego, i cadlag ze wzgledu na t, przy ustalonych
(x,y). Powyzsze rdwnania wyznaczajg prawie optymalne

strategie.
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modele z czasem ciagtym:

- proporcjonalne koszty za transakcje r transakcji: spojnos¢
stref zakupu, sprzedazy i braku transakgiji,

- state i proporcjonalne koszty za transacje: spéjnos¢ stref
zakupu, sprzedazy i braku transakciji,

- inaczej istnienie jedynych lokalnych maksimoéw na liniach
zakupu i sprzedazy,

- funkcje jedno modalne przy catkowaniu jedno modalnym
przechodzg na funkcje jednomodalne w (R*)?,
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Dziekuje za uwage!
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