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Instytut Nauk Ekonomicznych PAN

Wyniki wspólne z prof. Ł. Stettnerem (IM PAN) i prof. Z. Palmowskim
(UWr)

Anna Sulima Reprezentacja martyngałowa względem addytywnych procesów Markowa-Itô



Oznaczenia
I (Ω,F ,P) - przestrzeń probabilistyczna,
I T := [0; T ], gdzie T <∞,
I J := {J(t) : t ∈ T} - nieredukowalny łańcuch Markowa,
I E := {e1,e2, ...,eN}, gdzie ei ∈ RN oraz j-ta współrzędna ei jest

deltą Kroneckera δij dla każdego i , j = 1,2, ...,N,
I Λ(t) = [λij (t)]i,j=1,2,...,N - macierz intensywności przejścia ze

stanu i do stanu j .
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Proces Markowsko addytywny

Proces {(X (t), J(t)) : t ≥ 0} nazywamy Markowsko addytywny jeśli:
1. {(X (t), J(t)) : t ≥ 0} jest procesem Markowa,
2. Rozkład warunkowy (X (t + s)− X (t), J(t + s)) względem
(X (t), J(t)) zależy tylko od J(t).
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Proces Markowsko addytywny

X (t) = X (t) + X (t),

gdzie
X (t) :=

∑
j∈E

Ψj (t),

Ψj (t) :=
∑
n≥1

U(j)
n 1{J(Tn)=ej , Tn≤t}.

Zakładamy, że U(i)
n (n ≥ 1,1 ≤ i ≤ N) są niezależnymi zmiennymi

losowymi, które są niezależne od J oraz dla ustalonego i , U(i)
n mają

ten sam rozkład.
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Proces Lévyego-Itô

X (t) = X (0) +

t∫
0

µ0(s)ds +

t∫
0

σ0(s−)dW (s) +

t∫
0

∫
R

γ(s, x)Π̄(ds,dx),

gdzie W (t) jest ruchem Browna niezależnym od J(t),
Π̄(dt ,dx) = Π̄(dt ,dx)− ν(dx)dt jest skompensowaną miarą Poissona
niezależną od W (t) i od J(t). Ponadto
µ0(t) = 〈µ0,J(t)〉 =

∑N
i=1 µi < ei ,J(t) >,

σ0(t) = 〈σ0,J(t)〉 =
∑N

i=1 σi < ei ,J(t) >,
γ(t , x) = 〈γ(x),J(t)〉 =

∑N
i=1 γi (x) < ei ,J(t) >,

gdzie γ(x) := (γ1(x), γ2(x), ..., γi (x)), µ0 := (µ1
0, µ

2
0, ..., µ

N
0 )′ ∈ RN ,

σ0 := (σ1
0 , σ

2
0 , ..., σ

N
0 )′ ∈ RN oraz σi

0 > 0, µi
0 > ri dla każdego

i = 1,2, ...,N.
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Skokowy martyngał Markova

Niech Tn,n = 1,2, ... będzie okresem skoku łańcucha Markova J i
niech Jn := J(Tn). Wtedy proces skokowy Φj (t) definiujemy jako:

Φj (t) := Φ([0, t ]× ej ) =
∑
n≥1

1{Tn≤t,Jn=ej}.

Niech φj (t) :=
t∫

0
λj (s)ds, gdzie λj (t) :=

∑
i 6=j

1{J(t−)=ej}λij dla każdego

j = 1,2, ...,N.
Wtedy proces

Φ̄j (t) := Φj (t)− φj (t)

nazywamy skokowym martyngałem Markova.
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Martyngały potęgowo-skokowe Lévyego-Itô

Corcuera, Nualart and Schoutens [2003]
Niech

X (k)(t) :=
∑

0<s≤t

(∆X (s))k , k ≥ 2,

gdzie ∆X (s) = X (s)− X (s−) oraz bierzemy X (1)(s) = X (s). Ponadto

EX (k)(t) = E
( ∑

0<s≤t

(∆X (s))k
)

=

∫ t

0

∫
R

γk (s, x)ν(dx)ds <∞, k ≥ 2,

zatem

X
(k)

(t) := X (k)(t)−
∫ t

0

∫
R

γk (s, x)ν(dx)ds, k ≥ 2,

nazywamy martyngałami potęgowo-skokowymi.
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Martyngały potęgowo-skokowe

Niech
Ψ

(l)
j (t) :=

∑
n≥1

(
U(j)

n

)l
1{J(Tn)=ej , Tn≤t}, l ≥ 1.

Wtedy
Ψ

(l)
j (t) := Ψ

(l)
j (t)− EΨ

(l)
j (t)

nazywamy martyngałem potęgowo-skokowym.
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Twierdzenie reprezentacyjne

Niech Ft := σ{X (s),Φ1(s), ...,ΦN(s),Ψ1(s), ...,ΨN(s); s ≤ t} oraz
F :=

∨
t≥0 Ft .

Każdy martyngał całkowalny z kwadratem M(t) możemy przedstawić
jako:

M(t) = M(0) +

∫ t

0
h(1)

X (s)dX (s) +
∞∑

k=2

∫ t

0
h(k)

X (s)dX
(k)

(s)

+
N∑

j=1

∫ t

0
h(j)

Φ (s)dΦj (s) +
∞∑
l=1

N∑
i=1

∫ t

0
h(l,i)

Ψ (s)dΨ
(l)
i (s),

gdzie h(1)
X (t),h(2)

X (t), ...,h(1)
Φ (t),h(2)

Φ (t), ...,h(N)
Φ (t),h(1,1)

Ψ (t),h(1,2)
Ψ (t), ...

są procesami prognozowalnymi.
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Lemat 1.

Mamy następującą reprezentację:

X
g
(t)Φj (t)Ψ

b
i (t) = f g+b+1(t) +

g∑
s=1

b∑
υ=1

∑
(ι1,...,ιs+υ)

∈{1,...,g+b}s+υ

∫ t

0

∫ t1−

0
...

∫ ts+υ−

0
f g+b+1
(ι1,...,ιs+υ)(t ,0, t1, t2, ..., ts+υ+1)dΨ

(ιυ)

i (ts+υ+1)...

dΨ
(ι1)

i (ts+2)dΦj (ts+1)dX
(ιs)

(ts)...dX
(ι2)

(t2)dX
(ι1)

(t1),

gdzie f g+b+1
(ι1,...,ιs+υ) są funkcjami deterministycznymi w L2(Rs+υ

+ ).
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Lemat 2.

Niech

P :=
{

X
g1

(t1)
(
X (t2)− X (t1)

)g2 · ... ·
(
X (tm)− X (tm−1)

)gm

×
N∏

i,j=1

Φj (t1)
(
Φj (t2)− Φj (t1)

)
· ... ·

(
Φj (tm)− Φj (tm−1)

)
·Ψb1

i (t1)
(
Ψi (t2)−Ψi (t1)

)b2 · ... ·
(
Ψi (tm)−Ψi (tm−1)

)bm : 0 ≤ t1 < ...

< tm,g1, ...,gm ≥ 1,b1, ...,bm ≥ 1
}
.

Liniowa podprzestrzeń rozpięta nad P jest gęsta w L2(Ω,F).
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Szkic dowodu twierdzenia reprezentacyjnego
Z Lematu 1. i 2. każdą zmienną losową F w L2(Ω,F) możemy
przedstawić jako:

F = E(F ) +

∫ ∞
0

h(1)
X (s)dX (s) +

∞∑
k=2

∫ ∞
0

h(k)
X (s)dX

(k)
(s) (1)

+
N∑

j=1

∫ ∞
0

h(j)
Φ (s)dΦj (s) +

∞∑
l=1

N∑
i=1

∫ ∞
0

h(l,i)
Ψ (s)dΨ

(l)
i (s),

gdzie h(1)
X (t),h(2)

X (t), ...,h(1)
Φ (t),h(2)

Φ (t), ...,h(N)
Φ (t),h(1,i)

Ψ (t),h(2,i)
Ψ (t), ... są

procesami prognozowalnymi. Jeśli M ∈M2, wtedy
lim

t→∞
E(M2(t)) = E(M2(∞)) <∞ oraz M(t) = E[M(∞) | Ft ], co

kończy dowód.
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Dynamika ceny instrumentu bez ryzyka:

dB(t) = r(t)B(t)dt ,B(0) = 1,

gdzie r(t) =< r, J(t) >=
∑N

i=1 ri < ei ,J(t) >, r := (r1, r2, ..., rN)′ ∈ RN ,
ri > 0 dla każdego i = 1,2, ...,N.
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Dynamika cen akcji

dS0(t) = S0(t−)

(
µ0(t)dt + σ0(t−)dW (t) +

∫
R

γ(t , x)Π̄(dt ,dx)

)
,

S0(0) = s0 > 0.
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Dynamika cen skokowych instrumentów finansowych

dSj (t) = Sj (t−)[µj (t−)dt + σj (t−)dΦ̄j (t)], Sj (0) > 0,

gdzie

µj (t) = 〈µj ,J(t)〉 =
N∑

i=1

µi
j < ei ,J(t) >,

σj (t) = 〈σj ,J(t)〉 =
N∑

i=1

σi
j < ei ,J(t) >,

µj := (µ1
j , µ

2
j , ..., µ

N
j )′ ∈ RN , σj := (σ1

j , σ
2
j , ..., σ

N
j )′ ∈ RN , j = 1,2, ...,N.
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Dynamika cen potęgowo-skokowych instrumentów
finansowych

S(k)(t) = S(k)(t−)[r(t)dt + σ(k)(t−)dX
(k)

(t)],

S(k)(0) > 0.

gdzie

σ(k)(t) = 〈σ(k), J(t)〉 =
N∑

j=1

σ
(k)
j < ej , J(t) >,

σ(k) := (σ
(k)
1 , σ

(k)
2 , ..., σ

(k)
N )′ ∈ RN dla k ≥ 2 .
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Dynamika cen potęgowo-skokowych instrumentów
finansowych

dS(l)
i (t) = S(l)

i (t−)[r(t)dt + σ
(l)
i (t−)dΨ

(l)
i (t)],

S(l)
i (0) > 0.

gdzie

σ
(l)
i (t) = 〈σ(l)

i , J(t)〉 =
N∑

j=1

σ
(l)
ij < ej , J(t) >,

σ
(l)
i := (σ

(l)
i1 , σ

(l)
i2 , ..., σ

(l)
iN )′ ∈ RN dla l ≥ 1 oraz i = 1, ...,N.
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Rozszerzony model Blacka-Scholesa-Mertona



dB(t) = r(t)B(t)dt ,

dS0(t) = S0(t−)

(
µ0(t)dt + σ0(t−)dW (t) +

∫
R
γ(t , x)N(dt ,dx)

)
,

dSj (t) = Sj (t−)[µj (t)dt + σj (t−)dΦj (t)],

dS(k)(t) = S(k)(t−)[r(t)dt + σ(k)(t−)dX
(k)

(t)],

dS(l)
i (t) = S(l)

i (t−)[r(t)dt + σ
(l)
i (t−)dΨ

(l)
i (t)],

(2)
gdzie i , j = 1, ...,N, k = 2,3, ... oraz l = 1,2,3, ....
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Twierdzenie o zupełności rozszerzonego modelu
Blacka-Scholesa-Mertona

Rozszerzony model Blacka-Scholesa-Mertona jest zupełny (każda
wypłata jest doskonale replikowalna).
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Szkic dowodu
Niech

M(t) := E [exp(−
∫ T

0
r(s)ds)A | Ft ]

oraz

MK (t) = MK (0) +

∫ t

0
h0(s)dX̄Q(s) +

N∑
j=1

∫ t

0
hj (s)dΦ̄Q

j (s)

+
K∑

k=2

∫ t

0
h(k)(s)dX̄ (k)(s) +

N∑
i=1

K∑
l=1

∫ t

0
h(l)

i (s)dΨ
(l)
i (s).

Wtedy
lim

K→∞
MK (t) = M(t).
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Definiujemy portfel:

θK (t) := (αK (t), β0(t), β1(t), ..., βN(t), β(1)(t), ..., β(K )(t), β(1)
1 (t), ..., β(K )

N (t)).

gdzie

αK (t) := MK (t−)− β0(t)B−1(t)S0(t−)−
N∑

j=1

βj (t)B−1(t)Sj (t−)

−
K∑

k=2

β(k)(t)B−1(t)S(k)(t−)−
N∑

i=1

K∑
l=1

β
(l)
i (t)B−1(t)S(l)

i (t−),

β0(t) := h0(t)B(t)S−1
0 (t−),

βj (t) :=
hj (t)
σj (t−)

B(t)S−1
j (t−),

β(k)(t) :=
h(k)(t)
σ(k)(t−)

B(t)(S(k))−1(t−),

β
(l)
i (t) :=

h(l)
i (t)

σ
(l)
i (t−)

B(t)(S(l)
i )−1(t−).
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Replikacja:

V K (t) = αK (t)B(t) + β0(t)S0(t) +
N∑

j=1

βj (t)Sj (t) +
N∑

i=2

β(i)(t)S(i)(t)

+
N∑

i=1

K∑
l=1

β
(l)
i (t)∆S(l)

i (t) = MK (t)B(t).

Proces zdefiniowany następująco:

GK (u) =

∫ u

0
αK (t)dB(t) +

∫ u

0
β0(t)dS0(t) +

N∑
j=1

∫ u

0
βj (t)dSj (t)

+
K∑

k=2

∫ u

0
β(k)(t)dS(k)(t) +

N∑
i=1

K∑
l=1

∫ u

0
β

(l)
i (t)dS(l)

i (t)

nazywamy procesem zysku. Można pokazać że
GK (u) + M(0) = MK (u)B(u), co implikuje, że portfel jest
samofinansujący.
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