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Oznaczenia
> (Q, F,P) - przestrzen probabilistyczna,
» T :=[0; T], gdzie T < oo,
» J = {J(t) : t € T} - nieredukowalny tancuch Markowa,

» E:={eq,e,...ey}, gdzie e; € RN oraz j-ta wspétrzedna e; jest
deltg Kroneckera ¢; dla kazdego i,j = 1,2,...,N,

> A(t) = [Nj(1)]ij=1,2,...n- Macierz intensywnosci przejécia ze
stanu i do stanu j.

Anna Sulima Reprezentacja martyngatowa wzgledem addytywnych proceséw Markowa-Itd



Proces Markowsko addytywny

Proces {(X(t),J(t)) : t > 0} nazywamy Markowsko addytywny jesli:
1. {(X(t),J(t)) : t > 0} jest procesem Markowa,

2. Rozktad warunkowy (X(f + s) — X(f),J(t+ s)) wzgledem

(X(1), J(1)) zalezy tylko od J(1).
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Proces Markowsko addytywny

gdzie _
X(t) = w(t),
j€E
Vi(t) = Z Ur(1j)1{J(Tn):e,-, To<t}-

n>1

Zaktadamy, ze U,(,/) (n>1,1 < i< N) sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi, kt6re sg niezalezne od J oraz dla ustalonego i, U,(,’) majg
ten sam rozktad.
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Proces Lévyego-Itd

t t

7(t):X(0)+/uo(s)ds+/o—o(s )W (s +//7 s, X)Mi(ds, dx),
0 0 R

0

gdzie W(t) jest ruchem Browna niezaleznym od J(t),

N(dt, dx) = MN(dt, dx) — v(dx)dt jest skompensowang miarg Poissona
niezalezng od W(t) i od J(t). Ponadto

po(8) = {10 I(0)) = L ur < €, (1) >,

70(t) = (0, J(1)) = 3214 o7 < 5, (1) >,

Y(tx) = (v(x), (1)) = L, %ilx) < e, (1) >

gdzie (x) := (11(X),72(X), .. %i(X)). ko = (g, 415, -, 1g)" € R,
o0 == (ag,ag,.. ,00') € RN oraz o}y > 0, pif) > r; dla kazdego

i=1,2,...,N.
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Skokowy martyngat Markova

Niech T,,n= 1,2, ... bedzie okresem skoku fancucha Markova J i
niech J,, := J(T,). Wtedy proces skokowy ®;(t) definiujemy jako:

(1) := o([0, 1] x &) = > 1(T,<t4,—¢}-
n>1

t
Niech ¢;(t) := [ \j(s)ds, gdzie \;(t) := > 1(yt—)—ey Nj dla kazdego
0 i#]

j=1,2..,N.
Witedy proces ~
Pj(t) := (1) — ¢4(t)

nazywamy skokowym martyngatem Markova.
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Martyngaty potegowo-skokowe Lévyego-1td

Corcuera, Nualart and Schoutens [2003]

Niech
XW(t):= > (AX(9), k=2,

0<s<t

gdzie AX(s) = X(s) — X(s—) oraz bierzemy X(1)(s) = X(s). Ponadto

XK(t) = IE( > (AX(s )k> = /Ot/y"(s,x)y(dx)ds <oo, k>2,

0<s<t

zatem

Xty = // (s, X)v(dx)ds, k> 2,

nazywamy martyngatami potegowo-skokowymi.
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Martyngaty potegowo-skokowe

Niech /

Nepy . (/)
V(L) = > (Unl ) 1ury=e, T<ty, 1 2>1.

n>1

Wtedy
(1) = v (1) - Ev(r)

nazywamy martyngatem potegowo-skokowym.
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Twierdzenie reprezentacyjne

Niech F; := a{X(s), ®1(8), ..., Dn(S), V1(S), ..., Un(S); s < t} oraz

F = \/IZO ]:t-
Kazdy martyngat catkowalny z kwadratem M(t) mozemy przedstawic¢
jako:
M(t) = M(0)+ / s)dX(s +Z/ $)dx"(s)
00 t
+Z/ ) (s)d;(s +ZZ i (s)dw (s),
=1 i=1 70

gdzie KD (1), K2 (1), ..., 3 (8), K (1), ..., A (8), K (1), B2 (1), ..
Sg procesami prognozowalnymi.
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Lemat 1.

Mamy nastepujaca reprezentacije:

g b t ph—
XO® W (1) = N4> Y ) /0/0

s=1v=1 (t1,...,ls40

e{1,...,g+b}*t"
S b = (ew)
A f(gbj:..tbs+v)(t7 0, t1 5 t27 ceey tS+U+1 )d\lf, ° (tS+U+1 )

AU (t42) 0D (1 1) X (16)...dX "2 (82)d X (1),

gdzie f(‘jf%’“ .., sa funkcjami deterministycznymi w L2(R$*").

yeeesls
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Lemat 2.

Niech

P = {Yg‘ (t) (X&) — X(1))% - ... - (X(tm) — X(tm_1))°"

N
x [T ®i(t)(®5(te) = ®j(tr)) - oo (®(tm) — i(tm—1))
ij=1
(1) (Wilte) = Vit)% - e (Witn) — Wit 1)) 0 <y < ..

<t Gty os G > 1, by o b > 1}.

Liniowa podprzestrzen rozpigta nad P jest gesta w L2(Q, F).
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Szkic dowodu twierdzenia reprezentacyjnego

Z Lematu 1. i 2. kazdg zmienng losowg F w L2(Q, F) mozemy
przedstawi¢ jako:

F = E(F)—i—/oo h§3>(s)dX(s)+§j/oo HO(s)ax(s) (1)
_ 0

o~ N oo ) .
+Z / h(s)ddy(s)+ 33 /O e (s)a Wy (s),

I=1 i=1

gdzie K (t), K2 (1), ..., KD (1), K2 (1), ..., BV (1), B (1), KE(8), ... sa
procesami prognozowalnymi. Jesli M € M2, wiedy

Jim E(M?(t)) = E(M?(c0)) < oo oraz M(t) = E[M(co) | F, co

—00

konczy dowdd.
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Dynamika ceny instrumentu bez ryzyka:

dB(t) = r(t)B(t)at, B(0) = 1,

gdzie r(t) =<, J(t) >= Ef; r<e,d(t) > r:=(n,r,..,m) cRV,
ri > 0dlakazdegoi=1,2,...,N.
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Dynamika cen akcji

dSo(t) = So(t—)(,uo(t)dt—l— oo(t—)dW(t) + /7(1‘, x)(dt, dx)),

So(0) = s9 > 0.
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Dynamika cen skokowych instrumentéw finansowych

dSj(t) = Si(t=)[w(t=)dt + o;(t=)d®;(t)],  S(0) >0

gdzie
N
,LL (t) H]a Z“! < ela a
N
aj(t) = (o7, d(1)) = _of < e, d(t) >,
i=1
= () 12, 1)) €RN, o= (o] ,0%,...,0N) €RN j=1,2,..,N.
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Dynamika cen potggowo-skokowych instrumentow
finansowych

SK (1) = SW(t-)[r(t)dt + oW (t—)dX ™ (1)),

S®(0) > 0.
gdzie
N
o (1) = (o, J(t)) = Yo < e (1) >,
j=1

o = (ng),aék), ...,a,(\;())’ ceRNdlak>2.
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Dynamika cen potegowo-skokowych instrumentow
finansowych

a8 (t) = 8 (t-)[r(t)at + o (t-)dW, (1)),
s"(0) > 0.
gdzie

N
Ufl)(t) I) JJ(t ZO’ < e, J(t) >,

o= (0,60, . o0y eRNdial>10razi=1,..,N.
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Rozszerzony model Blacka-Scholesa-Mertona

dB(t) = r(t)B(t)ct,
dSo(t) = So(t—)<uo(t)dt+ oo(t—)dW(t) +R{y(t, x)N(dt, dx)),
dS;(t) = Sj(t—)[w(t)at + oj(t—)dd;(1)],

dSU(t) = SW(t-)[r(t)at + o™ (t—)dX (1],

ds(t) = SV(t-){r(t)dt + o (t-)dW; ()],

1 I

gdziei,j=1,...N,k=23,...oraz/=1,2,3, ...
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Twierdzenie o zupetnosci rozszerzonego modelu
Blacka-Scholesa-Mertona

Rozszerzony model Blacka-Scholesa-Mertona jest zupetny (kazda
wyptata jest doskonale replikowalna).
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Szkic dowodu

Niech -
M(t) = E[exp(—/ r(s)ds)A| Fi
0
oraz
t N et
MK(t) = +/0 ho(s)d)_(@(sH-Z/0 hj(s)d®}(s)
t
+ hk)(s)dX0(s) + h(s)dW; (s).
[ Hrsasrs 325 [ o
Wtedy

lim MX(t) = M(t).

K— oo
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Definiujemy portfel:

0K (t) == (X (1), Bo(t), B1 (1), ..., Bu(t), BO(1), ..., BH(1), B (1), ..., BLO(1)).
gdzie

N
af(t) = M(t=) = Bo()B~(DSo(t=) = 3 BB (D)S(t-)

J=
K N K
=SB (1sWt-) - SN (0B (18P (t-),
k=2 i

Bolt) = ho(t)B(1)S; ' (t-),




Replikacja:

N N
VE(t) = oX(1)B(t) + Bo(D)So(t) + D_ Bi(1)Si(1) + > 8D (1)SO(t)
j=1 =2

N K
+3°3"80(1asP () = MK(1)B().

i=1 =1
Proces zdefiniowany nastepujaco:

u u N u
K _ O[K i ,
G (u)_/0 (t)dB(t)+/O ﬂo(t)dSo(t)+;/o Bi(t)dS;(t)

SN O U
k k
+k§_2j/0 B9 (1)as®() +3° S j/o 80 (tyas t)

i=1 =1
nazywamy procesem zysku. Mozna pokazac ze

GX(u) + M(0) = MX(u)B(u), co implikuje, ze portfel jest
samofinansujacy.
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