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Definicja wielowartościowej całki stochastycznej
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Wielowartościowa całka stochastyczna typu funkcyjnego
względem dwuparametrowego martyngału

Niech (Ω,F , {Fs,t}(s,t)∈[0,S]×[0,T ] ,P). Będziemy rozważać

L2,d
P (µM) := L2([0,S ]× [0,T ]× Ω,P, µM ;Rd).

Niech F : [0, S ]× [0,T ]× Ω→ Kbc (Rd) będzie:

przewidywalne (P-mierzalne),

L2,d
P (µM)-całkowo ograniczone.

Wówczas

S2
P(F , µM) :=

{
f ∈ L2,d

P (µM) : f ∈ F µM -p.w .
}
.
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Definicja 1

Wielowartościową całką stochastyczną typu funkcyjnego
odwzorowania F : [0,S ]× [0,T ]× Ω→ Kbc (Rd) względem
dwuparametrowego L2-martyngału M nazywamy zbiór

∫
[s,s′]×[t,t′]

Fu,vdMu,v :=

{ ∫
[s,s′]×[t,t′]

fu,vdMu,v : f ∈ S2
P(F , µM)

}

dla każdego (s, t) , (s ′, t ′) ∈ [0,S ]× [0,T ], gdzie (s, t) � (s ′, t ′).
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Twierdzenie 1

Niech F : [0, S ]× [0,T ]× Ω→ Kbc (Rd) będzie przewidywalnym i
L2,d
P (µM)-całkowo ograniczonym wielowartościowym procesem

stochastycznym. Wtedy ∫
[s,s′]×[t,t′]

Fu,vdMu,v

jest niepustym, wypukłym i słabo zwartym podzbiorem przestrzeni
L2(Ω,Fs′,t′ ,P;Rd).
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Definicja wielowartościowej całki stochastycznej
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Twierdzenie 2

Niech F ,G : [0,S ]× [0,T ]×Ω→ Kbc (Rd) będą przewidywalnymi i
L2,d
P (µM)-całkowo ograniczonymi wielowartościowymi procesami

stochastycznymi. Wtedy

H2
L2,d

( ∫
[s,s′]×[t,t′]

Fu,vdMu,v ,
∫

[s,s′]×[t,t′]
Gu,vdMu,v

)

¬
∫

[s,s′]×[t,t′]×Ω

H2
Rd (F ,G )dµM .
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Podstawowe oznaczenia i założenia
Definicja wielowartościowej całki stochastycznej
Własności wielowartościowej całki stochastycznej

Twierdzenie 3

Niech F : [0, S ]× [0,T ]× Ω→ Kbc (Rd) będzie przewidywalnym i
L2,d
P (µM)-całkowo ograniczonym wielowartościowym procesem

stochastycznym. Jeżeli M jest ciągłym L2-martyngałem, to

[0,S ]× [0,T ] 3 (s, t) 7→
∫

[0,s]×[0,t]
Fu,vdMu,v ∈ Kbc (L2,d)

jest ciągłe względem metryki HL2,d .
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Stochastyczne inkluzje i wielowartościowe równania
stochastyczne typu funkcyjnego względem
dwuparametrowego martyngału

Niech
M : [0, S ]× [0,T ]× Ω→ R,

A : [0, S ]× [0,T ]× Ω→ R.

Załóżmy, że
EA2
S,T <∞ oraz ∂A = ∂M = 0.

Niech
L2,d := L2(Ω,F ,P;Rd),

(Kbc (L2,d),HL2,d ).
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Niech
F ,G : [0, S ]× [0,T ]× Ω× L2,d → Kbc (Rd).

Załóżmy, że
ξ : [0, S ]× [0,T ]× Ω→ Rd

jest takim {Fs,t}(s,t)∈[0,S]×[0,T ]-adaptowanym i całkowalnym z
kwadratem procesem stochastycznym, że odwzorowanie

[0,S ]× [0,T ] 3 (s, t) 7→ ξ (s, t, ·) ∈ L2,d

jest ciągłe. Niech

∆s
′,t′
s,t (x) := x(s ′, t ′)− x(s ′, t)− x(s, t ′) + x(s, t).
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Stochastyczną inkluzją względem dwuparametrowego martyngału
generowaną przez (F ,G , ξ) nazywamy następującą relację

∆s
′,t′
s,t (x) ∈

∫
[s,s′]×[t,t′]

F (u, v , x (u, v)) dAu,v

+
∫

[s,s′]×[t,t′]
G (u, v , x (u, v)) dMu,v

x(0, t) = ξ(0, t)
x(s, 0) = ξ(s, 0)

(1)

dla każdego (s, t) , (s ′, t ′) ∈ [0,S ]× [0,T ], gdzie (s, t) � (s ′, t ′).
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Rozwiązaniem inkluzji (1) generowanej przez (F ,G , ξ) nazywamy
{Fs,t}(s,t)∈[0,S]×[0,T ]-adaptowalny proces

x : [0, S ]× [0,T ]× Ω→ Rd

spełniający warunki:

[0,S ]× [0,T ] 3 (s, t) 7→ x (s, t, ·) ∈ L2,d jest ciągłe,

x : [0, S ]× [0,T ]× Ω→ Rd ma reprezentację

x (s, t) + ξ (0, 0)− ξ (s, 0)− ξ (0, t)

=
∫

[0,s]×[0,t]
f1 (u, v) dAu,v +

∫
[0,s]×[0,t]

g1 (u, v) dMu,v

dla pewnego f1 ∈ S2
P(F ◦ x , νA) i g1 ∈ S2

P(G ◦ x , µM).
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Niech F ,G : [0,S ]× [0,T ]× Ω× L2,d → Kbc (Rd). Załóżmy, że:

(A1) dla każdego η ∈ L2,d odwzorowania

F (·, ·, ·, η) ,G (·, ·, ·, η) : [0,S ]× [0,T ]× Ω→ Kbc (Rd)

są przewidywalne,

(A2) istnieje taka stała L > 0, że zachodzi nierówność

max {HRd (F (s, t, ω, η1) ,F (s, t, ω, η2)) ,
HRd (G (s, t, ω, η1) ,G (s, t, ω, η2))} ¬ L ‖η1 − η2‖L2,d ,

(A3) istnieje taka stała K > 0, że spełniony jest warunek

max {HRd (F (s, t, ω, η) , {θ}) ,HRd (G (s, t, ω, η) , {θ})}
¬ K (1 + ‖η‖L2,d ) .
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Niech F ,G : [0,S ]× [0,T ]× Ω× L2,d → Kbc (Rd). Rozważmy

F̂ , Ĝ : [0,S ]× [0,T ]× Ω×Kbc (L2,d)→ Kbc (Rd)

zdefiniowane w następujący sposób

F̂ (s, t, ω,B) := co(
⋃
b∈B

F (s, t, ω, b))

oraz
Ĝ (s, t, ω,B) := co(

⋃
b∈B

G (s, t, ω, b))

dla (s, t, ω,B) ∈ [0,S ]× [0,T ]× Ω×Kbc (L2,d).
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Wówczas F̂ , Ĝ : [0,S ]× [0,T ]×Ω×Kbc (L2,d)→ Kbc (Rd) spełniają:

dla każdego B ∈ Kbc (L2,d) odwzorowania

F̂ (·, ·, ·,B) , Ĝ (·, ·, ·,B) : [0,S ]× [0,T ]× Ω→ Kbc (Rd)

są przewidywalne,

istnieje taka stała L1 > 0, że spełniony jest warunek

max
{

HRd (F̂ (s, t, ω,B) , F̂ (s, t, ω,C )),

HRd (Ĝ (s, t, ω,B) , Ĝ (s, t, ω,C ))
}
¬ L1HL2,d (B,C ) ,

istnieje taka stała K1 > 0, że zachodzi nierówność

max{HRd (F̂ (s, t, ω,B) , {θ}),HRd (Ĝ (s, t, ω,B) , {θ})}
¬ K1 (1 + HL2,d (B, {Θ})) .
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Niech ψ : [0,S ]× [0,T ]→ Kbc (L2,d) będzie ciągłe oraz załóżmy, że

(A4) ξ (s, 0) + ξ (0, t)− ξ (0, 0) ∈ (ψ (s, 0) + ψ (0, t))	 ψ (0, 0)

dla każdego (s, t) ∈ [0, S ]× [0,T ].

Przez wielowartościowe równanie stochastyczne stowarzyszone z
inkluzją (1) rozumiemy następującą relację w (Kbc (L2,d),HL2,d ) :

X (s, t) + ψ (0, 0) = ψ (s, 0) + ψ (0, t)

+
∫

[0,s]×[0,t]
F̂ (u, v ,X (u, v)) dAu,v

+
∫

[0,s]×[0,t]
Ĝ (u, v ,X (u, v)) dMu,v

(2)

dla (s, t) ∈ [0, S ]× [0,T ].
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Rozwiązaniem równania (2) nazywamy HL2,d -ciągłe odwzorowanie

X : [0,S ]× [0,T ]→ Kbc (L2,d)

spełniające równanie (2).

Załóżmy, że ψ : [0, S ]× [0,T ]→ Kbc (L2,d) spełnia warunek:

(A5) ψ jest HL2,d -ciągłe, (ψ (s, 0) + ψ (0, t))	 ψ (0, 0) istnieje oraz∫
[0,S]×[0,T ]×Ω

H2
L2,d ((ψ (s,0) + ψ (0,t))	 ψ (0,0) , {Θ}) dνA <∞,∫

[0,S]×[0,T ]×Ω

H2
L2,d ((ψ (s,0) + ψ (0,t))	 ψ (0,0) , {Θ}) dµM <∞.
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Twierdzenie 4

Załóżmy, że F ,G : [0,S ]× [0,T ]× Ω× L2,d → Kbc (Rd) spełniają
warunki (A1)-(A3). Niech ψ : [0,S ]× [0,T ]→ Kbc (L2,d) spełnia
założenie (A5). Wtedy równanie

X (s, t) + ψ (0, 0) = ψ (s, 0) + ψ (0, t)

+
∫

[0,s]×[0,t]
F̂ (u, v ,X (u, v)) dAu,v

+
∫

[0,s]×[0,t]
Ĝ (u, v ,X (u, v)) dMu,v

(2)

ma jednoznaczne rozwiązanie.
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Niech
F ,G : [0, S ]× [0,T ]× Ω× L2,d → Kbc (Rd),

ξ : [0, S ]× [0,T ]× Ω→ Rd ,

ψ : [0,S ]× [0,T ]→ Kbc (L2,d).

Twierdzenie 5

Załóżmy, że F i G spełniają warunki (A1)–(A3). Niech ξ i ψ
spełniają założenie (A4). Załóżmy, że ψ spełnia warunek (A5).
Wtedy istnieje rozwiązanie x : [0, S ]× [0,T ]×Ω→ Rd inkluzji (1)
i rozwiązanie X : [0,S ]× [0,T ]→ Kbc (L2,d) równania (2) oraz

x (s, t) ∈ X (s, t) dla każdego (s, t) ∈ [0,S ]× [0,T ].
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Niech

SI (F ,G , ξ) - zbiór wszystkich rozwiązań inkluzji (1),

CS (X ) - zbiór wszytkich ciągłych selekcji odwzorowania

X : [0,S ]× [0,T ]→ Kbc (L2,d),

które jest rozwiązaniem równania (2).

Wniosek 1

Przy założeniach Twierdzenia 5 zachodzi warunek

CS (X ) ∩ SI (F ,G , ξ) 6= ∅.
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Niech

A ((s, t) , ξ,F ,G ) :=
{

x (s, t) ∈ L2,d : x ∈ SI (F ,G , ξ)
}

dla (s, t) ∈ [0, S ]× [0,T ].

Wniosek 2

Niech założenia Twierdzenia 5 będą spełnione. Załóżmy, że
X : [0,S ]× [0,T ]→ Kbc (L2,d) jest jednoznacznym rozwiązaniem
równania (2). Wtedy

A ((s, t) , ξ,F ,G ) ∩ X (s, t) 6= ∅

dla każdego (s, t) ∈ [0,S ]× [0,T ].
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Przykład 1

Rozważmy stochastyczne równanie całkowe

x (s, t) + ξ (0, 0)− ξ (s, 0)− ξ (0, t)

=
∫

[0,s]×[0,t]
f (u, v ,E (x (u, v)) , ‖x (u, v)‖L2,d ) dAu,v

+
∫

[0,s]×[0,t]
g (u, v ,E (x (u, v)) , ‖x (u, v)‖L2,d ) dMu,v .
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Przykład 1 c.d.

Niech F1,G1 : [0,S ]× [0,T ]× Ω× Rd × R→ Kbc (Rd). Rozważmy

∆s
′,t′
s,t (x) ∈

∫
[s,s′]×[t,t′]

F1 (u,v ,E (x (u,v)) , ‖x (u,v)‖L2,d ) dAu,v

+
∫

[s,s′]×[t,t′]
G1 (u,v ,E (x (u, v)) , ‖x (u,v)‖L2,d ) dMu,v

x (0, t) = ξ (0, t)
x (s, 0) = ξ (s, 0)

.
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Przykład 1 c.d.

Zdefiniujmy F ,G : [0,S ]× [0,T ]× Ω× L2,d → Kbc (Rd)
następująco

F (s, t, ω, η) := F1 (s, t, ω,E (η) , ‖η‖L2,d )

oraz
G (s, t, ω, η) := G1 (s, t, ω,E (η) , ‖η‖L2,d )

dla (s, t, ω, η) ∈ [0,S ]× [0,T ]× Ω× L2,d .
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Przykład 1 c.d.

Zdefiniujmy F̂ , Ĝ : [0,S ]× [0,T ]× Ω×Kbc (L2,d)→ Kbc (Rd)
następująco

F̂ (s, t, ω,B) := co(
⋃
η∈B

F1 (s, t, ω,E (η) , ‖η‖L2,d ))

oraz

Ĝ (s, t, ω,B) := co(
⋃
η∈B

G1 (s, t, ω,E (η) , ‖η‖L2,d ))

dla (s, t, ω,B) ∈ [0, S ]× [0,T ]× Ω×Kbc (L2,d).
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