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Podstawowe oznaczenia i zatozenia
Definicj 0 tki stochasty
Wiasno: i

Wielowartosciowa catka stochastyczna typu funkcyjnego

Wielowartosciowa catka stochastyczna typu funkcyjnego
wzgledem dwuparametrowego martyngatu

Niech (Q, 7, {Fs.t} s t)co,51x[0, 77 » ) Bedziemy rozwazaé

L2 (um) = L2([0,S] % [0, T] x Q, P, uas; RY).

Niech F : [0,5] x [0, T] x Q — KE(R?) bedzie:
e przewidywalne (P-mierzalne),

° L%d(uM)—ca’(kowo ograniczone.

Wéwczas

3723(’:»#/\4) = {f € L%d(MM) feF ,uM—p.W.}.
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Wielowartosciowa catka stochastyczna typu funkcyjnego catki stochastycznej

wej catki stochastycznej

Definicja 1

Wielowartosciowa catka stochastyczng typu funkcyjnego
odwzorowania F : [0,S] x [0, T] x Q — K2(R9) wzgledem
dwuparametrowego L%-martyngatu M nazywamy zbiér

J FuvdMyy == S fuvdMy,y : f € SA(F, pm)

[s,s’]x[t,t'] [s,s’]x[t,t']

dla kazdego (s, t),(s',t') € [0,S] x [0, T], gdzie (s,t) =< (s, t).
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. - . odsta a i zatozenia
Wielowartosciowa catka stochastyczna typu funkcyjnego 5 2ente .
7 stochastycznej
Witasnosci wielowartosciowej catki stochastycznej

Niech F : [0,S] x [0, T] x Q — K2(R9) bedzie przewidywalnym i
L%d(uM)—cafkowo ograniczonym wielowartosciowym procesem

stochastycznym. Wtedy

Fu,vdMu,v

[s,s"]x[t,t']

jest niepustym, wypuktym i stabo zwartym podzbiorem przestrzeni
L2(Q, fs’,tH P; Rd).
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. - . odsta a i zatozenia
Wielowartosciowa catka stochastyczna typu funkcyjnego e 5 -
7 stochastycznej
Witasnosci wielowartosciowej catki stochastycznej

Niech F,G : [0,S] x [0, T] x Q — K5(RY) beda przewidywalnymi i
L%’ (um)-catkowo ograniczonymi wielowartosciowymi procesami
stochastycznymi. Wtedy

Hfz,d f Fu,vdMu,Va f Gu,vdMu,v

[s,s"]x[t,t'] [s,s]x[t,t']

< f Hﬁd(Fa G)d:uM

[s,s']x[t,t']x Q2
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Wielowartosciowa catka stochastyczna typu funkcyjnego i stochastycznej
Witasnosci wielowartosciowej catki stochastycznej

Niech F : [0,S] x [0, T] x Q — K2(R9) bedzie przewidywalnym i
L%d(uM)—ca/kowo ograniczonym wielowartosciowym procesem
stochastycznym. Jezeli M jest ciaggtym L?-martyngatem, to

[0,S]x[0,T]>(s,t)— [  Fy,dM,, € K5(L>9)
[0,5]%[0,¢]

Jest ciagte wzgledem metryki Hy2,q.
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Stochastyczna inkluzja
/ e stochastyczne

Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania Y
- rownaniem

Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania

stochastyczne typu funkcyjnego wzgledem
dwuparametrowego martyngatu

Niech
M:[0,5] x[0,T] x Q2 — R,

A:[0,5]x [0, T] x Q —R.

Zatézmy, ze
IEA?T < o0 oraz A = OM = 0.

Niech
129 = [*(Q, F, P;RY),

(K2(L>9), Hpa).
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Stochastyczna inkluzja

Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania

Niech
F,G:[0,5] x [0, T] x Q x 1?9 — Kb(RY).

Zatézmy, ze
€:10,8]x [0, T] x Q — R

jest takim {F; t} (s.t)€[0,5] x [0, 7]-2daptowanym i catkowalnym z
kwadratem procesem stochastycznym, ze odwzorowanie

[0,5] [0, T] > (s,t) — £ (s, t,-) € L>7
jest ciagte. Niech

NS i (x) = x(s, t) — x(s', t) — x(s, t') + x(s, t).
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Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania

Stochastyczng inkluzja wzgledem dwuparametrowego martyngatu
generowana przez (F, G, ) nazywamy nastepujaca relacje

A (x) e [ F(u,v,x(u,v))dA,,
[s,s']x[t,t’]
+ [ G(uv,x(u,v))dM,, .
[s,s']x[t,t’] ( )

x(0,t) =£(0, t)
x(s,0) = £(s,0)

dla kazdego (s, t),(s',t') € [0,S] x [0, T], gdzie (s,t) < (s, ).
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Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania

Rozwigzaniem inkluzji (1) generowanej przez (F, G, &) nazywamy
{7s,t}(57t)€[0’51X[O7T]—adaptowalny proces

x:[0,8] x [0, T] x Q — R?

spetniajacy warunki:
0 [0,S5] x[0,T] > (s,t) = x(s,t,-) € L>9 jest ciagte,
e x:[0,5] x [0, T] x Q — R? ma reprezentacje

X(57t)+£(0>0)_£(570)_£(07t)

= J f(u,v)dA,, + | & (u,v)dM,,
[0,s]x[0,¢] [0,s]x[0,¢]

dla pewnego f; € SA(F o x,va) i g1 € S3(G o x, ).

Kamil tukasz Swiatek Politechnika Poznanska 13/27



Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania

Niech F, G :[0,5] x [0, T] x Q x L2 — KE(R?). Zatézmy, ze:
(A1) dla kazdego n € L%9 odwzorowania
F(‘a E 77]) ) G ('7 R 777) : [07 S] X [07 T] xQ— K?(Rd)

sg przewidywalne,

(A2) istnieje taka stata L > 0, ze zachodzi nieréwno$¢

max { Hga (F (s, t,w,m), F (s, t,w,m2)),
HRd (G (5’ t,w, 771) ) G (57 tvwv772))} < L ||771 - 772||L2vd )

(A3) istnieje taka stata K > 0, ze spetniony jest warunek

max {Hga (F (s, t,w,n),{0}), Hra (G (s, t,w,7),{0})}
S K@ [Inll2.0) -

Kamil tukasz Swiatek Politechnika Poznanska 14/27



nie stochastyczne
y inkluzjg a réwnaniem

Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania

Niech F, G :[0,5] x [0, T] x Q x L2 — KP(R?). Rozwazmy
F,G:[0,5] x [0, T] x Q x K2(L>9) — Kb(RY)

zdefiniowane w nastepujacy sposéb

A

F(s,t,w,B):=7co( U F (s, t,w, b))
beB

oraz

G (s, t,w,B) :=c( U G (s, t,w, b))
beB

dla (s, t,w, B) € [0,5] x [0, T] x Q x K2(L>9).
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nie stochastyczne
y inkluzjg a réwnaniem

Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania

Wéwezas F, G : [0,5] x [0, T] x Q x K2(L29) — KE(RY) spetniaja:
o dla kazdego B € K2(L>?) odwzorowania
,t_('a B B) ) @(a BN B) : [07 5] X [07 T] x Q — K?(Rd)

sg przewidywalne,

@ istnieje taka stata L1 > 0, ze spetniony jest warunek

max { Hga(F (s, t,w, B) , F (s, t,w, ),
HRd(@(s,t,w,B),@(s,t,w,C))} < LiHpa (B, C),

@ istnieje taka stata Ky > 0, ze zachodzi nieréwnos¢

max{Hga(F (s, t,w, B),{0}), Hga(G (s, t,w, B), {6})}
< K (1 + Hj2.4 (B, {e})) .

Kamil tukasz Swiatek Politechnika Poznanska 16/27



Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania

Niech ¢ : [0,S] x [0, T] — K2(L?9) bedzie ciagte oraz zatézmy, ze

(A4)  €(s,0) +£(0,8) = £(0,0) € (¥ (s,0) + v (0,1)) © ¢ (0,0)
dla kazdego (s, t) € [0,S] x [0, T].

Przez wielowartosciowe réwnanie stochastyczne stowarzyszone z
inkluzja (1) rozumiemy nastepujaca relacje w (KC2(L%9), H,2.4) :

X(5,8) +6(0,0) = (5.0)+1(0,¢)
+ | F(u,v,X(u,v))dA,v
.s1x[0,8] (2)
+ / G(u,v,X(u,v))dM,,
[0,s]x[0,t]

dla (s,t) € [0,S] x [0, T].
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Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania

Rozwigzaniem réwnania (2) nazywamy H,24-ciagte odwzorowanie
X :[0,S] x [0, T] — K2(L>9)
spetniajace réwnanie (2).

Zatézmy, ze v : [0,S] x [0, T] — KE(L?9) spetnia warunek:
(A5) 1 jest H2.qa-ciagte, (¢ (s,0) + ¢ (0,t)) © 1 (0,0) istnieje oraz

[0,5]x[0, T]x Hpoa (¥ (s.0) + 1 (0,8)) ©4(0,0), {©}) dva < 0,

[0,5]x[0, T]x© Hiaa (4(.0) +¢(0,8) © ¥ (0,0), {©}) dun < oo,
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Stochastyczna inkluzja
Wielowartosciowe réwnanie stochastyczne

Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania : . ; . e
7 Zwiagzek pomiedzy inkluzjg a réwnaniem

Twierdzenie 4

Zatézmy, ze F, G : [0,S] x [0, T] x Q x L>9 — K2(RY) spetniaja
warunki (A1)-(A3). Niech ¢ : [0, S] x [0, T] — K2(L?9) spetnia
zafozenie (A5). Wtedy réwnanie

X(Sat)+¢(0a0) = @0(570)4:1/1( )

I F(u,v,X (u,v))dAu,
[O,S]X[O,t]

I G (u, v, X (u,v))dM,,,,

[0,s]%[0,t]

ma jednoznaczne rozwiazanie.
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anie stochastyczne
Zwiazek pomiedzy inkluzja a réwnaniem

Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania

Niech
F,G:[0,5] x [0, T] x Q x L9 — KE(RY),

€:10,5] x[0, T] x Q@ — RY,
¥ :[0,8] x [0, T] — KE(L%).

Twierdzenie 5

Zatézmy, ze F i G spetniaja warunki (A1)—<A3). Niech & i ¢
spetniaja zatozenie (A4). Zatézmy, ze 1) spetnia warunek (A5).
Wtedy istnieje rozwigzanie x : [0, S] x [0, T] x Q — R9 inkluzji (1)
i rozwigzanie X : [0, S] x [0, T] — K2(L>?) réwnania (2) oraz

x(s,t) € X (s,t) dla kazdego (s,t) € [0,S] x [0, T].
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nie stochastyczne
Zwiazek pomiedzy inkluzja a réwnaniem

Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania

Niech

e SI(F,G,&) - zbidr wszystkich rozwigzan inkluzji (1),
e CS(X) - zbidr wszytkich ciagtych selekcji odwzorowania

X :[0,5] x [0, T] — K2(1>9),

ktére jest rozwiazaniem réwnania (2).

Przy zatozeniach Twierdzenia 5 zachodzi warunek

CS(X)N SI(F,G,&) 0.
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nanie stochastyczne
luzja a réwnaniem

Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania

Niech
A((s, )&, F,G) = {x(s, t) € [29: x € SI(F, G,g)}

dla (s,t) € [0,S] x [0, T].

Whiosek 2

Niech zatozenia Twierdzenia 5 beda spetnione. Zatézmy, ze

X :[0,S] x [0, T] — K2(L?>9) jest jednoznacznym rozwigzaniem
réwnania (2). Wtedy

A((s,t), & F,G)N X (s,t) #0

dla kazdego (s, t) € [0,S] x [0, T].
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Stochastyczna inkluzja
Wielov we réwnanie stochastyczne

Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania . . . . . .
7 Zwiazek pomiedzy inkluzja a réwnaniem

Przyktad 1

Rozwazmy stochastyczne réwnanie catkowe

X(svt)+£(0’0)_5(570)_£(O>t)

= | f(uv,E(x(u,v)), [Ix (v, V)]l 26) dAuy
[0,s]x[0,¢]

+ ] g(u,v,E(x(u,v)),lIx(u, V)]l 2.4) dMu,y.
[0,s]x[0,1]
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V vnanie stochastyczne

Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania . . . . . .
7 Zwiazek pomiedzy inkluzja a réwnaniem

Przyktad 1 c.d.

Niech Fi, Gy : [0,5] x [0, T] x Q x RY x R — K2(RY). Rozwazmy

ASF (e [ F(uvE(x(uv)), |Ix ()] 26) dAuy
[s,s’]x[t,t']
+f G(uvE (X (u,v) [x ()] 20) dMy,
[s,s']x[t,t’] :
X(Ov t) = 6(07 t)
x(5,0) = £(s,0)
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anie stochastyczne

inkluzje i wielowartosciowe réwnania
Stochastyczne inkluz ZW|qzek pomlg zy inkluzjg a réwnaniem

Przyktad 1 c.d.

Zdefiniujmy F, G :[0,S] x [0, T] x Q x L>9 — K5(RY)
nastepujaco

F (57 t,w, 77) =F (5’ t,w,E (77) ) HUHLQad)

oraz
G (57 t,w, 77) =Gy (57 t,w,E (77) ) HnHLZd)

dla (s,t,w,n) €[0,S] x [0, T] x Q x L%,
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éwnanie stochastyczne

Stochastyczne inkluzje i wielowartosciowe réwnania . . . .
7 inkluzja a réwnaniem

Przykfad 1 c.d.

Zdefiniujmy F,G : [0,S] x [0, T] x Q x K2(129) — Kb(RY)
nastepujaco

I:_(s, t,w, B) :=co( U Fi(s,t,w,E(n),[Inll2.4))
neB

oraz

G (S, t,w, B) = E( U G1 (S, t,w,E (77) ) ||T]||L2vd))
neB

dla (s, t,w, B) € [0,S] x [0, T] x Q x K2(L>9).
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