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W referacie przedstawie pewna metode badania asymptotyki rozktadu losowe]
liczby zmiennych losowych i zilustruje ja na przyktadzie btadzenia losowego
z czasem cigglym.

1 Metoda badania asymptotyki losowej liczby skltadnkéw

Proces bladzenia losowego w czasie ciagtlym (CTRW) ma postac

N (1)
R(t)=>"Y;, t>0,
j=1

gdzie {Y;} jest stacjonarnym ciagiem zmiennych losowych,

{N(t)} jest procesem liczacym punkty, tj.
Nt)=max{k Ty +To+---+T, <t}, t>0,

w ktorym {7}} jest ciagiem nieujemnych zmiennych losowych.
Problem: Zbada¢ asymptotyke rozkltadu R(t) przy t — oc.

Metoda badania asymptotyki R(t) jest oparta na transformacji czasu. Metode
te podaje w nastepujacych dwoch przypadkach:

1. N(nt)/n 2 ut, ustala,
2. poza tym.

Pierwszy przypadek dotyczy sytuacji, gdy ciag {7} spetnia prawo wielkich
liczb 1 wtedy mamy nastepujace, dobrze znane twierdzenie.



Twierdzenie 1 Jezels

_ 1 _
(1) Y, (1) 4 - ZYJ = Y (t) w topologii J; Skorochoda

2) va(t) L N(nt)/n B ut = v(t),
to % Zj»v:(?t) Y; = Y (v(t)), w topologi Jy Skorochoda.

Dowd6d twierdzenia jest oparty na nastepujacych faktach:

¢ iR(nt) = Yu(va(t)) = Y o wn(t),

e transformacja 7(z, ) = x o v, jest ciagla w topologii J; Skorochoda na
D|0,00) x C[0,00)y+ (zob. Whitt, Tw 13.2.2., str. 430)

e Twierdzenie o zachowaniu sie stabej zbieznosci przy przeksztatceniach
ciggtych.

W powyzszym twierdzeniu v, moze by¢ dowolnym takim, ze

vn(t) B it = v(t).

W referacie przedstawie metode, pochodzaca od B.I. Henry, P. Straka, z

pracy [3], do badania asymptotyki procesu R(t) w przypadku drugim. Metoda

ta oparta jest na zalozeniu zbieznosci
_ — a1 ] 1 _ _

(3) (Ya(0), T(1) = (= > ), o DT = (Y(6),T(t)),

a
"= j=1

w topologii J; Skorochoda, gdzie (Y,T) jest dwuwymiarowym procesem
Leviego nie bedacym zlozonym procesem Poissona.

Zauwazmy, warunki (1)-(2) Twierdzenia 1 implikuja zbieznosé
(Y, T,) = (Y,v).

Chcemy, aby



Przyjmijmy nastepujace definicje i oznaczenia.

D = DJ0,00) przestrzeni funkcji rzeczywistych na [0,00) prawostronnie
ciagltych z granicami lewostronnymi. Rozwazamy ja w topologii J; Sko-
rochoda,
D, podprzestrzen D funkcji nieujemnych nieograniczonych ,
D, + podprzestrzenn D, funkcji niemalejacych,
D, 1+ podprzestrzen D, 1 funkeji §cisle rosnacych.
Dla x € D definiujemy z~ jako lewostronng wersje x, tj.

a2 (1) = { x(t), edy z(t—) = z(t);

z(t—), gdy z(i—) # z(t).

Dla = definujemy z* jako prawostronng wersje =™, tj.

oy (@), edy am(t) =27 (t4);
v (t) = { z(t+), gdy x(t) # =~ (t+).
Ponadto niech
7 (t) s inf{s:z(s) >t}, dlaze D,

Przeksztalcenie to nie jest ciagte w topologii J; Skorochoda.
Dla elementow

2= (z,y), gdzie x €D, yée€ D,y

definiujmy przeksztalcenia

ez:y )

P(z)=(2"oll) = (270l ,y o €;)+, U(z) =z0/,.

Twierdzenie 2 ( B.J.Henry, P.Straka).
Przeksztatcenia ® 1 U sq cigglte na zbiorze funkcji z = (x,y), gdzie x €
D, y e DU;TT'

Twierdzenie 3 (W.Szczotka, P.Zebrowski). Przeksztatcenia
y—yoy 'l oraz y(yoy )T

sq ciggte na Dy, 4.



2 Ilustracja metody na przykladzie procesow CTRW

Niech 1 1
{(Ynaj7Tn]) = ( Y}’b_T‘})’ J > 17” > 1}
B [nt] B [nt]
Vot) =) Yo Tut)=> T
j=1 j=1
Np(t) =max{k:T,1+ - T <t}
Ny (t) Ny(t)
A ~ df
V), 7o) = (D Yoy > Toy)
j=1 j=1
No(t)+1 N, (t)+1
~ ~ d
(Ya(t), Ta(t)) = ( Yo i, Th5)
j=1 j=1
Lemat 1

Dowo6d. Zauwazmy, ze

nT 1 (t) = ninf{s : (,(s) >t} = inf{ns :

[ns]

Tn,j > t}
j=1
k
=inf{k:) To;>t}=Ny(t)+1.
j=1
Stad
nT Ht=) = N,(t—) + 1
Poniewaz
[nt—1]
Yni(t) - n(t_) = Z Yn]a
j=1
wiec



= ( Yojs ' Tn]) - ()A/n(t_)a An(t_))
Zatem
o X A Na(t) Na(t)
((I)( n:Tn)<t_))+ = (Yn(t)an(t)> - ( Yn,J: . Tn,])

Twierdzenie 4 Jezeli zachodzi zbieznosé (3), tj.

(4) (Y5, T,) = (Y. T)

oraz prawie wszystkie realizacjie T sq $cisle rosngce i niewjemne, to
O(Y,, Ty) = (¥, T)

oraz

Lemat 2 Jezels

to



Podstawowym zalozeniem prezentowanej metody jest zbieznos¢ (4) oraz za-
lozenie, ze prawie wszystkie realizacje procesu granicznego 1" sg $cisle rosnace
1 nieograniczone.

o Jezeli dla kazdego n ciagi {Y,;} 1 {1,,} sa wzajemnie niezalezne, to
zatozenie zbieznosci (4), tj. (Y, T,) = (Y, T) sprowadza sie do
(5) Y, =Y oraz T,=T

o Jezeli dla kazdego n clagi {Y,;} i {1} sa wzajemnie niezalezne oraz
kazdy z nich jest ciagiem iid, wtedy pokazanie zbieznosci (5) sprowadza sie
do pokazania, ze kazdy z tych ciggoéw jest zbiezny do procesu Leviego oraz,
np. T jest a-stabilnym procesem Leviego z 0 < o < 1.

W wielu sytuacjach ciagi {Y,;} 1 {75} moga by¢ zalezne jak rowniez zmi-
enne losowe w tych ciggach nie musza byé¢ iid.
W pracy [5] rozwazamy nastepujace dwie sytuacje.

o W pierwszej sytuacji prayjmujemy ze {Y;} 1 {7} sa wzajemnie niezalezne
i {T}} jest tworzony w specyficzny sposob. Mianowicie,

Ty=2x, Jj=l1,

gdzie {Z;,—00 < j < oo} jest ciagiem nieujemnych zmiennych losowych,
iid,
natomiast {X,,} jest bladzeniem losowym na liczbach catkowitych, tj.

Xn = igj’ n 2 1,
j=1

gdzie {£;,7 > 1} jest ciagiem zmiennych losowych iid, calkowitoliczbowych
| BE; = 0.

e W drugiej sytuacji przyjmujemy, ze

Y}Zgjv ]21



3 Zastosowanie metody do CTRW z specyficznym ciagiem
{15}
3.1 Zalozenia

A1: {&,1 > 0} iid zm.los. o wartosciach w J ={... = 1,0,1,...}, E§ = 0.
{X,,n > 0} bladzenie losowe na J tj. Xo =0, X, => 1_; &, n > 1.

[nt]
_ 1 _
(6) X)) £ 2 6= X(0),
k=1

X stabilny proces Leviego z parametrem «, 1 < a < 2;

A2: {Z;, —0c0 < i < oo} cigg iid, Z; > 0

[n]

(7) Zya(t) £ 7 > Zn= Zi(t),

&

7, stabilny proces Leviego z parametrem 3, 0 < 8 < 1;
A3: Procesy {£,} 1 {Z,} sa wzajemnie niezalezne;

A4: {Y,,n > 1} ciag iid

[n]
1 _
k=1

&

(8) Ya(t)
Y stabilny proces Leviego z parametrem 7, 0 < v < 2.

3.2 Definicja Tj

Niech
Ty = Zx,, k>1,
N(t) =max{k : Ty + - -+ T} < t}.
Problem 1. Znalez¢ asymptotyke procesu R(t) = Z;V:(? Y;.

N(t) gj-

problem II. Znalez¢ asymptotyke procesu R(t) = >,



3.3 Definicje proceséw

Niech
l/a 1 [’I’Ll/al']
_ df .
Zyn( & aﬂ Z ZQ,n(x):WZZ_j r>0, n>1;
j=1

Zo(2) L Zy o(@) (x> 0) + Zon(—2)[(z <0), z€R, n>1.

Uwaga 1 Przy zatozeniu A2 zachodzi zbieznosé
(9) (Zrns Zom) = (21, Za)

w (D[0,00) x D[0,00)) z topologiq produktowq J; z D[0,00), gdzie Zy i Zs
sq wzajemnie niezaleznymi B-stabilnymi procesami Leviego.

Niech
N(n,i)=Y I(Xy=1i), n>1i€J

1
Lot 2) & g N(nt], [en! ), £20, 2 €R

{€,(t,z),t > 0,2 € R} jest procesem czasu lokalnego dla procesu X,,.

Niech -
1
Tn(t)df T, t>0n>1,
7=1
1 1
gLy 2
+046

Wykorzystujac definicje T, = Zx,, k > 1 otrzymujemy réwnosé

ST = 3 ZN (),
j=1



gdzie {0, (t,z),t > 0,2 € R} jest procesem czasu lokalnego dla procesu X,,.

Z Twierdzenia 2.3 w [2| (Borodin1981) i Twierdzenia 1.1 w [4] (Kesten) mamy
nastepujacy fakt.

Uwaga 2 Przy zatozeniach A1, A2 1 A3 zachodzi zbieznosé

(11) T,=T,
gdzie
(12) Tuyi/mAu@ZM@,tzo.

{0(t,z),t > 0,2 € R} jest procesem czasu lokalnego dla procesu X, nato-
miast

(13) Z(z) = Zy(x)[(x > 0) + Zoy(—2)I(x < 0), z€R

Proces T ma prawie wszystkie ciggle realizacje, przyrosty stacjonarne oraz
jest d-samopodobnym.

Twierdzenie 5 Przy zatozeniach Al, A2, Aj oraz zatozeniu, Ze procesy
Yo}, {&} i {Z.} sq wzajemnie niezalezne, mamy stabg zbieznosé

(14) Ryo= (Y o(TH) =Y (TY))",
gdzie
1 N(not)
RMQ:EW;EQY; t>0,n>1
j:

Dowd6d. Poniewaz procesy T, oraz Y, sa wzajemnie niezalezne oraz T), =
T, Y, =Y, gdzie Y jest v- stabilnym procesem Leviego, wiec

(15) (Y, T,,) = (Y, T).

Zauwazmy, ze

1 gl N(nt

9



oraz

n

[ns)

_ - 1

TYt) =inf{s > 0:Tp(s) >t} =inf{s >0 EZTk >t}
k=1

[ns]

1 1 1
= inf{s > 0: ZTk > n't} = E(N(ndt) +1) = ;N(n‘st) +
k=1

Stad

Poniewaz

Rn - (I)(Yny Tn)a

oraz ® jest ciagla w topologi Ji w punktach (z,y) takich, ze y jest $cisle
rosnaca, wiec korzystajac z tego,ze proces T ma realizacje nieograniczone,
ciagte 1 cisle rosnace oraz z Twierdzenia 2 lub 4 (lub z Proposition 2.3 z [3])
i Twierdzenia 5.1 w [1], otrzymujemy zbieznosé

Ry = ®(V,, T,) = &(V,T).

Poniewaz proces T ma realizacje nieograniczone i §cisle rosnace, wiec rowniez
te wlasnos¢ ma proces T~! i ponadto z prawdopodobienistwem jeden ma
ciggle realizacje
Stad
Y. T)0)= (Vo (T ™)) ()= (¥ oT) ()
=Y (T(t)"

W przypadku, gdy Y; = & rozwazamy procesy

10
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