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Wtltasnosé UPC i nieré6wnos¢é Markowa z parametrem

Andriej Andriejewicz Markow udowodnil w 1889 r., ze dla kazdego wielomianu
p € R[z] jednej zmiennej zachodzi nieréwnosé sup,¢_; 41 [P’ (x)] < (deg p)? SUp,e(—1,17 1P()],
uogolniajac podobng nieréwnos$¢ otrzymana przez chemika Dymitra Mendelejewa dla wie-
lomianéw stopnia drugiego, potrzebnag mu w badaniach nad ciezarem wtasciwym roztworu
w zaleznosci od stezenia rozpuszczanej substancji. Nieco pdzniej brat Andrieja, Wladimir
Markow poszerzy! te nieréwnos$é na dalsze pochodne p™*). Nieréwnos$é ta odgrywa bardzo
istotng role zaréwno w teorii aproksymacji, jak i w réznych zagadnieniach matematyczno-
fizycznych. Z tego tez wzgledu prébowano przenie$é te nieréwno$é na przypadek wielo-
mianéw n zmiennych i zwarte podzbiory E C R™. I tak, kazdy zwarty, wypukly i ttusty
(tj. réwny domknieciu swojego wnetrza) zbiér ma wlasnosé Markowa, ale zbiér z ostrzem
E={(z,y) eR*|z€(0,1], 0<y < e /*}U{(0,0)} juz nie.

Dzieki przetomowym wynikom W. Pawtuckiego i W. Ple$niaka z lat 80. wiadomo, ze
nierownos¢ Markowa spelniona jest na zbiorach z jednostajnymi ostrzami wielomianowymi
(uniformly polynomially cuspidal czyli UPC), ktérych szeroka klase przykladéw stanowia
zwarte i thuste zbiory subanalityczne. Przypomnijmy w tym miejscu, ze podzbiér R™ zwie
sie subanalitycznym, gdy lokalnie (w R™) daje sie zapisaé¢ jako rzut ograniczonego zbioru
semi-analitycznego z poszerzonej przestrzeni R" x R™, czyli takiego, ktéry lokalnie opisany
jest za pomoca skoniczenie wielu réwnan i nieréwnosci analitycznych. Zbiéor E C R™ posiada
wlasnos$é UPC z parametrami M, m > 0id € N (co zapisujemy E € UPC(M,m,d)), gdy dla
dowolnego = € F istnieje odwzorowanie wielomianowe h,: R — R™ stopnia nie wiekszego
niz d i czyniace zado$¢ warunkom:

1. hz(0) =z, he((0,1]) C E;

2. dist(hz(t),R"\ E) > Mt™, t € [0,1], x € E.

We wspoélpracy z drem Maciejem Denkowskim z Instytutu Matematyki Uniwersytetu
Jagiellonskiego podjeliSmy badania nad wtasnoscia UPC oraz nieréwnoscig Markowa z pa-
rametrem. Dla E C R* xR™ it € R* oznaczamy E; := {x € R™: (t,z) € E} oraz 7(t,z) = x.
Naszym gléwnym wynikiem jest podane nizej twierdzenie wraz z wnioskiem:

Twierdzenie. Niech E C R x R" bedzie otwartym i ograniczonym zbiorem subanali-
tycznym. Wowczas istnieje funkcja o wykresie subanalitycznym M : w(E) — (0,400) oraz
state m > 0, d € N, przy ktérych dla dowolnego t € w(E), Ex € UPC(M(t), m,d).

Stalej M (t) na ogdl nie mozna uniezalezni¢ od parametru, o czym sie tatwo przekonaé
na przykladzie zbioru E = {(t,z1,z2) € (0,1)*: z37 < t*23}.

Wniosek. W podanej sytuacji istnieje taka stala r > 0, Ze dla dowolnego wielomianu
p: R"™ — R stopnia < k oraz dla dowolnego wielowskaznika o € N™ mamy

0%p
‘ ox™
gdzie stata C(t,E,a) > 0 zalezy od parametru t, zbioru E i a, a norma jest zdefiniowana
jako ||p||e = sup{|p(z)|: = € E}.
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