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Kilka uwag o pewnym problemie z Amer. Math. Monthly

Roman Ger (por. [3]) zwrécil nam uwage na prace [2], w ktorej autorzy zadaja
nastepujace pytania:
Pytanie 1. Ktére funkcje rézniczkowalne f : R — R spelniaja

f(b) = f(a) :f/(a+b) (1)

b—a 2

dla wszelkich b > a?
Pytanie 2. Ustalmy A € (0,1). Ktére funkcje rézniczkowalne f : R — R spel-
niaja
b) — f(a
—f( l))— i( ) = f'(Aa+ (1 —N\)b) (2)
dla wszelkich b > a?
Carter i Lowry-Duda dowodza nastepujacego twierdzenia w [2]:

Twierdzenie. Niech A € (0,1) bedzie ustalone. Zatozimy, Ze (rézniczkowalna) funkcja
f R — R speilnia warunek

b) —

b—a
dla wszelkich a < b. Wowczas f jest wielomianem kwadratowym. Jesli A # %, to f
jest wielomianem liniowym.

W dowodzie autorzy uzywaja potrdjnej rézniczkowalnosci f. Wiadomo, przy-
najmniej od czasu wyniku J. Aczéla (por. [1]), ze nie potrzeba zadnych zalozen
o regularnoéci do rozwiazania nawet bardziej ogélnego réwnania od (1). Istotnie,
Aczél udowodnit, ze

b) —
! (3
ma jedyne rozwiagzanie (f, g). Rozwiazanie to jest postaci
f(z) = az® + Bz + (4)
g(x) =ax+p (5)

dla pewnych statych «, 31 7.
W naszym wystapieniu dowodzimy nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Niech f, g : R — R bedg funkcjami i niech A € (0,1). Wowczas
para (f,g) jest rozwigzaniem réwnania

f(b) — f(a)

— =g(Aa+ (1 —A)b)
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dla wszystkich a < b wtedy i tylko wtedy, gdy f i g sa dane wzorami odpowiednio
(4) oraz (5). W szczegdlnosci, g = f'.
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